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LA 



LANGUE DES CALCULS 



OBJET DE CET OUVtlAGE. 



JL ouTE langue est litie méthode analitique, et 
toute méthode analitique est une langue. Ces 
deux vérités, aussi simples que neuves, ont été 
démontrées ; la première , dans ma Grammaire ; 
la seconde, dans ma Logique; et on a pu se con- 
vaincre de la lumière qu'elles répandent sur l'art 
de parler et sur l'art de raisonner, qu'elles ré^ 
duisent à un seul et même art. 

Cet art est d'autant plus parfait, que les ana- 
lises se font avec plus d% précision ; et les analises 
atteignent à une précision d'autant plus grande, 
qu e les langues sont mieux faites. 

Les langues ne sont pas un ramas d'expres- 
sions prises au hasard , ou dont on ne se sert que 
parce qu'on est convenu de s'en servir. Si l'usage 
de chaque mot suppose une convention , la con- 
vention suppose une raison qui fait adopter 
diaque mot; et l'analogie, qui donne la loi, et 
sans laquelle il serait impossible de «'entendre, 
ne permet pas un choix absolument arbitraire. 
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MaiS'p^^^ m^^ différentes analogies conduisent 
à -des 'expressions différentes, nous croyons choi- 
fjr, et c'est une erreur : car plus nous nous ju- 
^geons maîtres du choix, plus nous choisissons 
arbitrairement, et nous en choisissons plus mal. 

Les premières expressions du langage d'action 
sont données par la nature, puisqu'elles sont une 
suite de notre organisation : les premières étant 
données, l'analogie fait les autres, elle étend ce 
langage; peu à peu il devient propre à repré- 
senter toutes nos idées, de quelque espèce qu'elles 
soient. 

La nature, qui commence tout, commence le 
langage des sons articulés, comme elle a com- 
mencé le langage d'action ; et l'analogie, qui achève 
les langues, les fait bien, si elle continue comme 
la nature a commencé. 

L'analogie est proprement un rapport de res- 
semblance : donc une chose peut être exprimée 
de bien des manières, puisqu'il n'y en a point 
qui ne ressemble à beaucoup d'autres. 

Mais différentes expressions représentent la 
même chose sous des rapports différens; et les 
vues de l'esprit, c'est-à-dire les rapports sous les- 
quels nous considérons une chose, déterminent 
le choix que nous devons faire. Alors l'expression 
choisie est ce qu'on nomme le terme propre. 
Entre plusieurs, il y en a donc toujours une qui 
mérite d'être préférée; et toutes nos langues se- 
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raient paiement bien faites, si on avait toujours 
su choisir. 

Mais, parce que nous nous contentons de sa- 
'voir à peu près ce que nous voulons dire, et que 
nous nous embarrassons moins encore de savoir 
ce que les autres disent, nous parlons avec des 
expressions qui sont à peu près celles qui nous 
conviennent^ et nous permettons aux autres de 
parler avec celles qu'il leur plaît d'employer, 
pourvu seulement qu'elles aient dans le son 
quelque ressemblance ou analogie avec les nôtres. 
Nous avons, à cet égards les uns pour les autres 
une indulgence singulière. Telles sont les langues 
que fait l'usage , cet usage que les grammairiens 
regardent comme un législateur , et qui n'est ce- . 
pendant que la manière de parler la plus géné- 
ralement reçue chez un peuple ou chez une po- 
pulace dont les individus ne s'occupent guère- de 
ce qu'ils disent. Je dis populace; parce qu'il faut 
mettre dans cette classe tous ceux qui ne savent 
pas dire avec précision ce qu'ils veulent dire, 
fussent-ils gens de bonne compagnie, ou même 
philosophes. 

Lorsqu'un peuple choisit mal les analogies, il 
fait sa langue sans précision et sans goût, parce 
qu'il défigure ses pensées par des images qui ne 
leur ressemblent pas, ou qui les avilissent. Sa 
langue se fait mal, par la même raison qu'on 
parle mal dans une langue bien faite , lorsqu'on 
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ne Siusit pas l'analogie qui doiiiierait le terme 
jMvpro. 

^h' ilaiis nos langues vulgaires, dans la notre, 
lo choix dos expressions a été souvent fait d'après 
des analogies si faibles, si vagues, si disparates, 
et quelquefois avec si peu de goût, qu'on serait 
tenté de croire qu'elles ont été faites comme au 
hasard. En effet, elles avaient été presque ache- 
vées par des barbares sans discernement, lors- 
qu'elles ont été remaniées par des hommes de 
génie, qui ne pouvaient parler que comme ou 
parlait. Ils ont perfectionné la langue, en lui 
donnant leur caractère, mais il ne leur a pas été 
possible de la purger de tous ses vices. 

C'est cet arbitraire qu'on croit voir dans les 
langues qui a jeté dans l'erreur que Tusage les 
fait comme il veut, et les grammairiens nous ont 
donné ses caprices pour des lois. Mais ce qu*ils 
prennent pour caprice, n'est, de la part des 
peuples, qu'ignorance, défaut de jugement et 
mauvais goût; car, lorsqu'ils choisissent mal, ce 
n'est pas qu'ils choisissent sans raison , c est que 
la raison qui les devrait déterminer ne s'offre pas 
à eux, et ne peut s y offrir. Voilà les barbares qui 
ont fait les langues modernes. 

Le choix des mots est arbitraire! Une des con- 
léquences de cette erreur , c'est que le goût n'est 

•un caprice lui-même, c'est que les beautés de 
b M iont que des beautés de convention ; et 
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qu'il n'aurait tenu qu'à nous de trouver Pradou 
supérieur à Racine. Il n'est pas étonnant qu'au 
hasard d'être absurdes , nous mettions de l'arbi- 
traire dans nos opinions , quand nous en mettons 
dans notre langage. 

Les langues sont d'autant plus imparfaites, 
qu'elles paraissent plus arbitraires : mais remar* 
quez qu'elles le paraissent moins dans les bons 
écrivains. Quand une pensée est bien rendue, 
tout est fondé en raison, jusqu'à la place de 
chaque de mot. Aussi sont-ce les hommes de 
génie qui ont Êiit tout ce qu'il y a de bon dans 
les langues ; et , quand je dis les hommes de génie^ 
je n'exclus pas la nature, dont ils sont les disciples 
&voris. 

L'algèbre est^ une langue bien faite, et c'est la 
seule : rien n'y pîffait arbitraire. L'analogie, qui 
n'échappe jamais, conduit sensiblement d'exprès* 
sien en expression. L'usage ici n'a aucune auto- 
rité. Il ne s'agit pas de parler comme les autres, 
il faut parler d'après la plus grande analogie pour 
arriver à la plus ^ande précision; et ceux qui 
ont fait cette langue ont senti que la simplicité 
du style en fait toute l'élégance : vérité peu 
connue dans nos langues vulgaires. 

Dès que l'algèbre est une langue que l'analogie 
fait, l'analogie, qui fait la langue, fait les mé- 
thodes ; ou plutôt la méthode dUnvenfion n'est 
que' Tâtialogie même. 
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L'analogie : voilà donc à quoi se réduit tout 
l'art de raisonner , ^omme tout Tart de parler ; et 
dans ce seul mot, nous voyons comment nous 
pouvons nous instruire des découvertes des au- 
tres, et comment nous en pouvons faire nous- 
mêmes. Les enfans n'apprennent la langue de leurs 
pères que parce qu'ils en sentent de bonne heure 
l'analogie : ils se conduisent naturellement d'a- 
près cette méthode, qui est bien plus à leur 
portée que toutes les autres. Faisons comme eux, 
instruisons-nous d'après l'analogie, et toutes les 
sciences nous deviendront aussi faciles qu'elles 
peuvent l'être ; car enfin , l'homme qui paraît le 
moins propre aux sciences est au moins capable 
d'apprendre des langues. Or une science bien 
traitée n'est qu'une langue bien faite. 

Les mathématiques sont une science bien 
traitée , dont la langue est l'algèbre. Voyons donc 
comment l'analogie nous fait parler dans cette 
science, et nous saurons comment elle doit nous 
faire parler dans les autres. Voilà ce que je me 
propose. Ainsi les mathématiques , dont je trai- 
terai, sont dans cet ouvrage un objet subordonné 
à un objet bien plus grand. Il s'agit de faire voir 
comment on peut donner à toutes les sciences 
cette exactitude qu'on croit être le partage exclu- 
sif des mathématiques. 

Je ne dis rien sur le plan que j'ai suivi; j'en 
ai un dont je ne m'écarte jamais, et cependant je 
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ne m'en suis point fait, parce que, quand ou 
commence parle commencement, et qu'on n'a- 
bandonne pas l'analogie, on n'a pas besoin de se 
faire un plan. Ce n'est pas moi qui ai disposé 
par ordre les parties de cet ouvrage : elles se sont 
mises naturellement chacune à leur place. 

Je prie de remarquer qu'en réduisant à l'ana- 
logie toutes les méthodes d'instruction et d'in- 
vention, je di^une vérité qui est dans la pratique 
aussi ancienne que le monde ; et que si , dans la 
théorie , elle paraît aujourd'hui bien neuve , ou 
même bien extraordinaire , ce n'est pas ma fauté. 
J'ajouterai que, si nous avions été capables de 
prendre toujours la nature pour guide, nous sau- 
rions tout, en quelque sorte, sans avoir rien 
appris. C'est qu'elle ne prend pas le ton des phi- 
losophes , qui, lors même qu'ils nous égarent, ne 
cessent de nous traiter d'ignorans. Au contraire, 
il se trouve avec elle que nous savons tout ce 
qu'elle nous apprend. Il semble qu'il ne faille 
qu'ouvrir les yeux, et elle nous fait remarquer 
ce que nous voyons. 
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CHAPITRE PREMIER. 

■ 

Du Calcnl avec les doigts. 

Pour expliquer la formation des langues, j'ai 
commencé par observer le langage d'action. Or 
le calcul avec les doigts est le premier calcul, 
comme le langage d'action est le premier lan-* 
gage. Pour expliquer la formation de toutes les 
espèces de calcul, je commencerai donc par ob- 
server le calcul avec les doigts. 

En ouvrant successivement les doigts d'one 
main , nous nous représentons une suite d'unités, 
depuis un jusqu'à cinq; et nous étendons cette 
suite jusqu'à dix, si nous ouvrons successivement 
les doigts des deuK mains. Or j'appelle numéra- 
tion cette opération des doigts , par laquelle nous 
nous représentons successivement une unité, deux, 
trois, jusqu'à cinq Ou jusqu'à dix. ^ 

On conçoit que, pour porter au delà de dix la 
numération par les doigts, je n'ai qu'à prendre 
dix pour une unité ; et qu'alors , si je rouvre suc- 



DES CALCULS. 9 

cessivexnent le& doigts , t'un immédiatement après 
Fautre, je fonnerai une suite qui s'étendra jus- 
qu'à dix fois dix, ou cent. De la même manière, 
je formerai des suites jusqu'à dix fois cent, o\i 
mille , dix mille, cent mille, etc. 

Mais, si nous ne voulons pas tout confon- 
dre , nous aurons besoin de distinguer , par des 
noms , les nombres dont ces suites seront formées ; 
et, par conséquent, les noms deviendront aussi 
nécessaires au calcul que les jdoigts mêmes. Aussi 
traiterons-nous bientôt de l'usage des noms dans 
le calcul. 

Dans la lyimération, les nombres croissent 
successivement d*une unité , à mesure qu'on ouvre 
successivement les. doigts. Or si, après ^ avoir 
compté, par exemple, jusqu'à dix, je ferme suc- 
cessivement les doigts, les nombres décroîtront 
comme ils croissaient, c'est-à-dire successive- 
ment d'une unité. J'appelle cette opération des 
doigts dénumération. On me permettra ce mot, 
parce qu'il est nécessaire. J'en ferai d'autres en- 
core; mais je promets, eh dédommagement, d'en 
retrancher beaucoup d'inutiles. 

On voit que , si la numération fait les nom- 
bres, la dénuiùération les défait; et ces deux opé- 
rations sont le contraire l'une de l'autre, comme 
fermer les doigts est le contraire de les ouvrir. 

Ces deux opérations sont bien simples : cepen- 
dant c'est à elles que se réduisent toutes les es- 
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pèces de calciif. On pourra substituer aux doigts 
d'autres signes , on pourra imaginer des méthodes 
plus commodes et plus rapides : mais il est cer- 
tain qu'en dernière analise, calculer ne sera ja- 
mais que numérer et dénumérer. En effet , nous 
allons voir , dans ces deux opérations , l'addition 
et la soustraction , la multiplication et la division. 

La numération fait les nombres, en ajoutant 
successivement les unités une à une. Mais, comme 
un enfant monte les degrés deux à deux, après 
les avoir montés un à un, je puis, par l'habitude 
du calcul , ajouter tout à coup deux unités à deux, 
à trois, et découvrir le nombre qui en résulte, 
de même que je l'aurais découvert en ajoutant 
les unités une à une. Il est évident que cette opé- 
ration est au fond la même que la numération; 
et qu'elle n'en diffère que parce qu'elle fait tout 
à coup ce que la numération ne fait que succes- 
sivement. Voilà ce qu'on nomme addition : c'est 
une numération plus rapide que la numération 
proprement dite. Numération et addition sont 
donc au fond la même chose , comme monter les 
escaliers deux à deux et les mpnter un à un , ne 
sont au fond que monter. 

On appelle somme le nombre que l'addition 
fait trouver. Donc , si je rapproche les doigts ou- 
verts d'une main des doigts ouverts de 'l'autre, 
j'additionnerai et je verrai, dans ce rapproche- 
ment, la somme donnée par l'addition. 
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Mais, comme j'ai ajouté à la fois plusieurs 
unités , j'en puis retrancher plusieurs à la fois. Si 
de cinq je veux retrancher deux, je n'ai qu'à 
termer deux doigts de la main, où j'ai cinq; et si 
de dix que je me représente avec les deux mains 
ouvertes, je veux retrancher cinq, je n'ai qu'à 
retirer une des deux mains et la fermer. 

Cette opération , qui défait ce que l'addition a 
fait, est ce qu'on nomme soustraction. Elle ne 
diffère de la numération , que parce qu'elle dé- 
fait tout à coup ce que la dénumération ne défait 
qu'à plusieurs reprises. La soustraction retranche 
plusieurs unités à la fois, .la dénumération les re- 
tranche une à une. 

Le nombre qui reste lorsque la soustraction a 
été faite , se nomme reste ou différence. Nous ver- 
rons bientôt l'usage de ces deux dénominations. 

Si je voulais prendre deux autant de fois qu'il 

y« d'unités dans trois, je pourrais ouvrir deux 

àoi^^ ensuite deux autres, enfin deux autres 

encore, et j'aurais dans six doigts Quverts, le 

nombre six. Ce n'est là encore qu'une addition. 

Mais si, par l'habitude du calcul, je savais que 
deux fois trois font six, alors au lieu d'ouvrir 
deux doigts, puis deux, puis deux encore, j'en 
ouvrirais tout à coup six. Or, à cette addition 
faite en une fois je donnerai un nom particulier, 
pour la distinguer d'une addition faite à plusieurs 
reprises; je l'appellerai multiplication. 



la LA LANGUE 

La multiplication n'est donc proprement qu'une 
addition; mais, lorsque je me 9erai iamiliarisé 
avec CCS noms, je serai peut-être porté à croire 
que multiplication et addition sont deux choses 
i différentes, parce que multiplication et addition 
sont deux noms différens ; et il se pourra que je 
sois obligé de me rappeler que ce n'est là qu'une 
même opération, que je nomme multiplication 
quand je la considère comme fiaite du premier 
coup, et que je nomme addition, quand je la 
considère comme faite en plusieurs fois. 

La multiplication a fait donner aux nombres 
différens noms , parce qu'elle les fait considérer 
sous différentes vues. On nomme donc multipli- 
cande le nombre qui doit être multiplié , multi- 
plicateur celui avec lequel on multiplie, et pro- 
duit celui que donne la multiplication. On 
comprend encore, sous le nom général de y^- 
teursj le multiplicateur et le multiplicanide , lors- 
qu'on les considère comme concourant ensemble 
à faire le produit. Si, par exemple, deux est le 
multiplicande , et trois le multiplicateui» , siaf sera' 
le produit, et ce produit aura pour fecteurs trois 
et deux. Sur quoi il £aut remarquer que les fac« 
teurs peuvent être pris chacun indifféremment, 
pour le multiplicande ou« pour le multiplicateur ; 
car soit qu'ont multiplie , par exemple , deux par 
trois f ou troù^ par dlmx^ le produit sera tou*- 
jours six. 
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Pour sentir tout l'avantage qu'a la multiplica- 
tion sur l'addition, il faudrait faire ces opérations 
sur de gprands nombres; mais voyons auparavant 
comment on peut exprimer dé grands nombres 
avec les doigts. ^ 

Si je prends le petit doigt pour le signe d'unç 
unité simple , je pourrai prendre le suivant pour 
le signe d'une unité de dixaine ; conséquemment 
le troisième signifiera eent , le quatrième mille , et 
le pouce dix mille. J'exprimerai' donc avec ii»e 
main ouverte, le nombre dix mille ^ plus mUle^ 
plus cent^ plus dix^ plus un^ ou, comme nous 
nous exprimons, onze mille cent onze. ^ 

Dans cette expression les unités croissent de 

manière que chacune contient dix fois celle qui 

la précède immédiatement; et, par cette raison, 

elles sont chacune de différente espèce : unité 

simple, unité de dixaine, unité de centaine, etc. 

Si diaque doigt d'une main ouverte n'exprime 
qu'une espèce d'unité, il est aisé d'imaginer com* 
ment , avec les doigts de l'autre , on pout^ait ajou- 
ter des unités de toute espèce* 

Supposons qu'à dix plus un , que nous expri- 
mons en ouvrant le petit doigt et le suivant, nous 
voulions ajouter neuf unités simples, la somitxe 
que nous cherchons sera dix plus un pliis neuf^ 
autrement dix plus dix^ ou deux dix. De ces de«x 
dixaines , si l'une est-exprimée par le seéond doigt 
ouvert de la main droite, l'autre le sera par le 
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second doigt oaTert de la main gaociir; et pour 
manpier qall n'j a point d^miîtés silnples, nous 
fame i o nsle petit dcwgt,qni en est le signe : nous 
liemieTons le diMgt soirant, quand un nomlwe ne 
contiendra point de dixaine^ le troisième, quand 
il ne ocmtiendra point de centaines, etc. 

Une remarque qu'il ne faut pas né^iger, c'est 
que les dœgts, en derenant les signes des nom- 
hresj les déocxnposent naturellement dans les 
diflEérentes espèces d'uiûtés dont noos les aTons 
composés; et cela n'est pas étonnant puisque, 
si nous comptons jusqu'à dix, pour £ubre de 
diaque dizaine autant d'unités que nous multi- 
plions jusqu'à dix enoNre, c'est que nous avons 
dix doigts. Ainsi le système de numératicm que 
la nature nous a £iit adopter nous montre tou- 
jours sensiblement comment chaque nombre se 
compose et se décompose; avantage que n'ont 
pas nos langues : par exemple, nous disons 
soixante et douze, et les dcHgts disait stpi dix 
pbis deux y expressicm que nous prâSorerons, afin 
de suivre l'analogie du langage donné par la 
nature. 

Actuellement soit ^ibiCJEe à multiplier par ^loiixe. 
S'il £dlait me rejn^senter successiTement , avec 
les ^igts, douaefois douze ^ et Cadre l'addition 
du tout, cette opération serait longue et fort em- 
barrassante; mais sera-t-il plus &cile d'en faire 
la multiplication? c'est ce qu'il £iut diercher, et 



DES CALCULS. l5 

ce qu'on trouverait sans beaucoup de peine, si 
ce nombre avait été mieux nommé , ou si le mot 
douze ressemblait encore au mot latin d'où il 
vient par corruption. 

En effet, douze en latin, comme avec les 
doigts^, est dix plus deux^ expression qui fait voir 
de quelles espèces d'unités ce nombre est com- 
posé, et combien il en contient de chacune. Or 
il est évident que, si les nombres n'avaient ja- 
mais eu que de pareilles dénominations , nos 
langues , qui nous en feraient remarquer la géné- 
ration , nous feraient voir comment on peut les 
composer et les décomposer, et par conséquent 
elles nous conduiraient naturellement à l'inven- 
tion des méthodes de calcuL J'aurai plus, d'une 
fois occasion d'observer que la difficulté de faire 
de bons, élémens vient en partie d'un langage 
qui a été mal fait , et que nous nous obstinons à 
parler parce qu'on le parlait avant nous. 

A douze ^ je substitue donc dix plus deux, et 
je renuurquê que, s'il ne m'est pas possible de. 
multiplier du premier coup dix plus deux par 
dix plus deux^ je puis, ce qui est la même chose, 
faire cette multiplication en deux fois; c'est-à-dire 
que je puis multiplier dix plus ^ei^^r d'abord, 
par dix , et ensuite par deux ; ou , ce qui sera 
souvent plus commode , par deux et ensuite par 
^^x. Je dis donc avec les doigts ,^ei/:r ^i^ deux 
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font quaJtre , deux fois dix font deux dix , pre- 
mière multiplicadon partielle, qui donne deux 
dixaines plus quatre unités. 

Je dis ensuite dix fois deux font deux (iix^ et 
dix fois dix font une centaine y seconde multi- 
plication partielle , qui donne une centaine plus 
deux dixaines. 

Il est évident que, par ces deux opérations, 
j'ai multiplié dix plus deux par dix plus deux; 
et que , - pour avoir le produit total , je iji'ai qu'à 
additionner les deux produits partiels qu'elles 
m'ont donnés. Je trouve une centaine plus deux 
dix plus deux dix plus quatre ; et , en réduisant 
à une expression plus simple , une centaine plus 
quatre dix plus quatre^ cent quarante-quatre. 

Par cet exemple on comprend que, pour trou- 
ver les règles de la multiplication, il sufiSit de 
donner aux nombres des noms analogues à la 
numération par les doigts. C'est une observation 
qu'il ne faut pas oublier. 

Quelque simple que soit la méthode que nous 
venons de trouver, il sera difficile, ou mêmle im- 
possible, de multiplier, avec le seul secours des 
doigts , des nombres fort composés. Mais dans les 
doigts, priis pour signes des nombres, il y a 
d'autres signes que nous découvrirons, et avec 
lesquels nous multiplierons facilement les plus 
grands nombres. C'est aux signes que nous ne 
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connaissons à nous conduire à ceux que nous ne 
connaissons pas encore ; et nous irons de décou- 
verte en découverte, parce que nous irons du 
connu k l'inconnu. 

Avec la multiplication on a le même résultat 
que si on avait additionné l'un des deux facteurs 
autant de fois que l'autre a d'unités. Pour défaire 
ce que la multiplication a fait , il suffirait donc de 
faire une soustraction. Mais, par ce mbyen, il 
serait Ipng de décomposer le produit en ses fac- 
teuis^. Il s'agit donc de substituer à la soustrac- 
tion proprement dite une soustraction qui se 
fasse par une méthode plus courte ; et parce que 
cette soustraction divisera le produit donné par 
Ja multiplication^ nous la nommerons dwision. 

La multiplication nous a fait donner aux nom- 
bres des noms particuliers, parce qu'elle nous 
les fait considérer sous de nouvelles vues : il 
faudra donc leur en donner d'autres encore , 
pour exprimer les npuvelles vues sous lesquelles 
la division les doit faire considérer. En consé- 
quence nous donnerons, avec tout le monde, le 
nom de dividende au nombre à diviser , celui de 
diviseur au nombre avec lequel on en divise un 
autre, et t;elui de quotient au nombre qui ex- 
prime combien dç fois le diviseur çst contenu 
dans le dividende. Soit six par exemple à di- 
viser par deux; six sera le dividende, deux le 
diviseur, et trois le quotient. • 

XVI, 1 
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Tout, uombre à diviser peut être regardé 
comme le produit de deux (acteurs, dont Tua 
se nomme multiplicateur et l'autre multiplicande. 
Le nombre auquel, dans la division, nous don- 
nons le nom de dividende , est donc le même que 
celui que nous avons nommé produit dans la 
multiplication : de même le diviseur et le quo- 
tient ne sont autre chose que les deux facteurs. 

Je conviens que cette multitude de dénomina- 
tions peut embarrasser les commençans , d'autant 
plus que les noms multiplicande , diuidemffs et 
quotient sont barbares dans notre langue; mais 
ilu'y en a pas d'autres. Comme nous n'avons pas 
fait les sciences, nous n'en avons pas fait le lan- 
gage, et nous sommes condamnés à parler toute 
autre langue que la nôtre. Qe là, il arrive que 
nous avons bien de la peine à nous familiariser 
avec les idées qu'on attache à des mots qui ne 
sont français que par. la terminaison; et parce 
qu'en pareil cas , l'analogie ne saurait être d'au- 
cun secours, il arrive encore que nous croyons 
voir autant de choses différentes dans différens 
noms donnés à une même. C'est une erreur 
contre laquelle il faut se préçautionner de bonne 
heure; car la confusioù avec laquelle on aurait 
commencé ne permettrait pas des progrès faciles 
dans l'étude du calcul. Tout au plus on acquer- 
rait à force de travail une routine qu'on oublie- 
rait pour peu qu'on cessât de travailler^ et il 
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faudrait continuellement rapprendre, parce qu'on 
aurait mal appris. Plusieurs de mes lecteurs se 
reconnaîtront ici; ils se souviendront qu'ils ont 
été obligés d'iapprendre la division plue d'une 
fois, et qu'ils sont toujours au moment de l'ou- 
blier : je m'en souviens bien moi-même. Voyons 
comment cette opération peut se faire. 

Puisque tout dividende est le produit de deux 
nombres multipliés l'un par l'autre, et que le di- 
viseur est conséquémment un des facteurs 6n 
voit que le produit et un des facteurs étapt don- 
nés, l'objet de la division est de trouver l'autre 
facteur. Quand, par exemple, j'ai à diviser six 
par deux^ le produit m'est donné dans le divi- 
dende six^ un des facteurs m'est également donné 
dans le diviseur deux^ et je trouve l'autre dans 
le quotient trois. 

Avec de pareils nombres, la division paraît 
&ciJe, parce qu'elle se fait du premier coup : mais 
il ne faut pas s'imaginer qu'elle deviendra diffi- 
cile avec de plus grands nombres. Elle sera seu- 
lement plus longue, car il faudra répéter la même 
opération, parce qu'on ne pourra pas achever en 
une. On fera donc plusieurs divisions partielles , 
comme nous avons fait plusieurs multiplications 
partielles; et, puisque chaque division partielle 
sera également facile , la division totale , qui en 
*era le résultat, ne pourra pas souffrir de grandes 



r ofaîet en cette occasion est de 
iode la plus cxpéditÊTe. Or^ si 
mim e n t la mnltiplkatîon se Eût 
plos r^âdement que Faddition, nous découvri- 
rons comment la dmsioit peut aussi se £ûre plus 
rapidement que la soustraction. 

Soit donc ceni fmtKramte^maire à diviser par 
douze : je prends cet exemple parce que, sa- 
chant qœce nombre est le produit de douze par 
iloaze, les observations se feront plus £Milement 

Lorsque j^ai trouvé ce produit, mes doigts, 
qui avaient décomposé douze en dix ptu daiXj 
ont décomposé cent quarante quatre en cenipius 
quaire dix plus quaire. L^e3q>res5ion du dividende 
est donc cent plus quaire dix plus quatre j et celle 
du diviseur dix plus deux; et puisque Tune de 
ces expressions est le produit de la multiplication, 
et que Tautre est Tun des deux facteurs, il est 
certain qu^en défaûsant ce que la multiplication a 
lait, je trouverai le seocMid flMrteur sous le nom 
de quotient. 

i^ar la même raison que j'ai £aût la multiplica- 
tion en deux fois, je ferai en deux fois la division, 
et je ferai deux divisions partielles , comme j'ai 
fait deux multiplications partielles. 

Mais la division est le contraire de la multi- 
plication. L'ordre dans lequel je dois opérer pour 
diviser sera donc l'inverse de celui dans lequel 
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j'ai opéré pour multiplier. Or j'ai commencé la 
multiplication par le dernier terme deux du mul- 
tiplicateur dix plus deux^ je commencerai donc 
la division par le premier terme dix plus deux. 

En conséquence je dis : cent est le produit de 
dix par dix ^ donc dix est contenu dix fois dans 
cent y donc cent divisé par dix donne dix au quo- 
tient; trois propositions qui n'en sont qu'une , et 
qui s'exprimeraient avec les doigts, d'une seule 
et même manière. 

Mais dix^ qui est le premier terme^du quo- 
tient , a non-seulement multiplié dix , il a encore 
multiplié deux; et comme en multipliant dix y il 
a produit cent; en multipliant deux^ il a produit 
deux dix. Donc par la soustraction de ces pro- 
duits, la première division partielle défera ce qui 
a été fait par la dernière multiplication partielle. 
Or qui de cent plus quatre dix plus quatre sous- 
trait centphisdeux dix, reste deux dix plus quatre. 

Voilà que' j'ai défait le produit de la dernière 
multiplication partielle, et je suis sûr que dix 
est le premier terme du quotient que je cherche. 

Le reste deux dix plus quatre doit être le pro- 
duit de la première multiplication partielle , c'est- 
à-dire de dix plus deux^ par un autre nombre, 
et par conséquent ce nombre, quel qu'il soit, a 
également multiplié dix et deux; donc, si je 
trouve le multiplicateur de dix^ j'aurai, dans ce 
multiplicateur , celui de deux ; et par conséquent 
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j'aurai encore, dans ce même muhiplicateur, le 
diviseur de deux dix plus quatre. 

Or le nombre qui, en multipliant dix^ a pro- 
duit deux dix^ est deux : donc deux est encore 
le nombre qui a multiplié deux et produit ^«afre: 
donc deux est le diviseur de deux'dixplus quatre- 

Ax^tuelleiiientr si du reste deux dix plus quatre, 
je sousti^ais le produit de dix plus deux par 
deux^ il ne restera rien. J'ai donc d^ait le pro- 
duit de la première multiplication partielle; la 
division mX achevée , et dix plus deux est le quo- 
tient de cent plus qudtre dix plus quatre divisé 
par dix plus deux. ' ' 

On voit sensiblement comment la division dé- 
fait ce que la multiplication a fait; et que, si d'un 
côté la multiplication peut être considérée comme 
une addition, de l'autre la division peut être con- 
sidérée comme une soustraction. 

Nous avons commencé la multiplication par 
deux y dernier terme du multiplicateiur, et au 
contraire nous avons commencé là division par 
dix , premier terme du diviseur ; et si nous avons 
suivi dans la division un ordre inverse à celui 
que nous avions suivi dans la multiplication , c'est 
que ces deux opérations sont l'inverse l'une de 
l'autre. Cet ordre est en effet le plus commode. 

Enfin, pour avoir la multiplication totale, nous 
avons fait deux multiplications partielles, parce 
qu'il y avait dans lé multiplicateur deux termes, 
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et qu'il fallait multiplier par l'un et par ^'autre. 

De même nous avons fait deux divisions par- 
tielles, pour avoir la division totale, parce que 
deux termes dans le diviseur forçaient à faire 
deux divisions. 

On conçoit qu'en pareil cas la multiplication et 
la division , de quelque manière abrégée qu'on les 
fasse, ne s'achèveront qu'après avoir fait plusieurs 
opérations partielles. Le nombre des opérations 
sera égal au nombre des termes du multiplicateur, 
s'il s'agit de multiplier, et au nombre des termes 
du diviseur, s'il s'agit de diviser. 

Voilà déjà bien des notions que nous nous 
sommes faites. J'aurai souvent occasion de les 
rappeler, et on pourra peu à peu se les rendre 
familières. On conçoit en effet que ces premières 
notions doivent se retrouver dans tous les calculs. 
Ce sera donc en calculant, que nous apprendrons 
à calculer, comme c'est en parlant, que nous avons 
appris à parler. On serait loûg-temps avant de 
savoir sa langue, ou même oh ne la saurait jamais, 
si l'on ne. voulait parler qu'après avoir à chaque 
fois consulté la grammaire. Ce n'est pas ainsi que 
la nature nous instruit : ce qu'elle veut nous 
apprendre ,< elle nous le fait faire. Nous^. calcule- 
rons donc pour apprendre à calculer, et si à 
chaque fois nous observons ce que nous aurons 
£ût, nous nous instruirons , puisque nous saurons 
le refaire. Mais .ne nous pressons pas , nous en 
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iroDs plus sûrement et nous arriverons plutôt. 
Aussi, pour le présent, je n'exige qu'une chose 
des commençans , c'est qu'ils aient saisi la suite 
des raisonnemens que j'ai faits dans ce chapitre. 
S'ils l'ont saisie, ils ne l'oublieront pas; ou s'ils 
l'oublient, ils la retrouveront; ils la sauront bien , 
quand ils l'auront retrouvée eux-mêmes, et ils 
calculeront facilement, lorsqu'ils auront des signes 
plus commodes. Ces signes , ce n'est pas à moi à 
les leur faire connaître : c'est à eux à les voir dans 
ce qu'ils sav;ent, et je leur réponds qu'ils les 
découvriront. 



CHAPITRE IL 

De l'usage des noms dans le calcul. 

Pour peu que les nombres fussent composés , 
ils ne s'offriraient à nous que sous une idée vague 
de multitude, si à chaque collection xl'unités nous 
n'avions pas donné un nom, pour la distinguer 
de la collection précédente ,. qui ^ une unité de 
moins, et de la collection suivante, qui a une unité 
de plus. 

Huit, par exemple, me représente un nombre 
que je distingtie de sept et de neuf; de sept, parce 
que je me souviens que c'est un nom que j'ai 
donné à une collection qui est sept plus un ; et de 
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neuf, parce que je me souviens également que 
c'est un nom que j'ai donné à une collection qui 
est neuf moins un; huit ne m'offre donc une idée 
distincte, qu'autant qu^ je le vois entre deux 
noms, dont l'un désigae une unité de plus, et 
l'autre nue unité de moins. Si on prend pour 
exemples de plus grands nombres, on sentira 
mieux encore combien les noms sont nécessaires 
à la numération. 

\ 

On conçoit comment, avec la suite des noms 
urij dewt^ trois ^ etc., on a pu porter la numéra- 
tion jusqu'à dix. Alors nous nous* faisons des idées 
d'autant plus distinctes , que nous distinguons les 
nombres, et par les noms que nous leur avons 
donnés, et en même temps par les doigts que 
nous ouvrons* . . 

Nous avions besoin de ce double secours. Si, 
pour numérer, nous n'avions eu d'autre moyen 
que de dire un plus un plus un , etc. , cette manière 
de considérer les unités une à une ne nous aurait 
donné l'idée d'aucun nombre un peu composé. 
Nous ne sommes donc capables de numérer , que 
pal*ce que nous pouvons former des collections, 
et les fixer chacune par des noms. 

Mais noUs avions également besoin du secours 
des doigts, parce qu'ils pouvaient seuls nous repré- 
senter sensiblement les collections. Aussi la nature, 
en nous formant des mains, nous a-t-elle donné 
les premières leçons du calcul. ' -^ 
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Nous n'avons que dix doigts. C'est par cette 
raison qu'ayant porté la pumération jusqu'à dix, 
nous recommençons en prenant dix pour une unité; 
et nous n'avons plus- qu'à continuer pour former 
une suite qui pourra toujours croître. Or nous 
continuerons 9 parce que nous pouvons conti- 
nuellement refaire ce que nous avons feit, c'est- 
à-dire prendre chaque pouvelle dixaine pour une 
nouvelle unité. 

Alors nous remarquons dans les nombres diffé- 
rens ordres d'unités, celui des unités simples, 
celui des unités de dixaine, celui des unités de 
centaine, etc*; et ces ordres se distinguent avec 
les noms comme avec les doigts. 

Je place le premier ordre dans l'unité simple, 
parce que cette unité est le point fixe par où com- 
mence la numération. Je fais à cette occasion Fin- 
verse de. ce qu'on fait dans le discours : car nous 
commençons par énoncer les unités supérieures, 
et nous disons, cent plus dix plus un ^ ou, si l'on 
veut, cent onze. 

En quelque nombre que soient les ordres, la 
multiplication peut toujours en ajouter de nou- 
veaux. C'est ce qui arrivera toutes les fois que le 
produit d'un nombre par un autre sera plus grand 
que neuf. Huit fois cinq , par exemple , fera passer 
quatre unités dans un ordre supérieur. 

On conçoit donc que, si nous avons commencé 
la multiplication par l'ordre inférieur, c'est qu'a- 
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lors les produits partiels se mettent successive- 
tnent à leur place , chacun darïs l'ordre supérieur 
auquel il appartient^ On conçoit aussi que , si nous 
avons commencé la divis|îpn par Tordre supSrieur, 
c'est que, pour défaire une chose, il est naturel 
de commencer par où on a fini pour la faire. 

Ce n'est pas'qu'on ne pût commencer la multi- 
plication par les ordres supérieurs, et la division 
par les ordres inférieurs^ mais alors ces opérations 
ne seraient plus si simples ni ai faciles : chacun 
peut l'éprouver. 

Ces ordres, dans lesquels nous distribuons les 
différentes espèces d'unités, sont analogues à la 
manière dont se fait la numérationr^par les doigts; 
et cela devait éti'e, puisque nous les avons ima- 
ginés d'après cette numération même, et qu'ils la 
représentent parfaitement. 

Or, c'est pour conserver cette analogie que j'ai 
dit, dix plus deux^ au lieu de douze ^ et cent plus 
quatre dix plus quatre, au lieu de cent quarante- 
quatre. Quelque extraordinaire qu'ait pu paraître 
ce langage , je conjecture avec fondement qu'on 
s'en est fait un semblable lorsqu'on a commencé 
à calculer avec des noms. £n effet, si on parle 
pour se faire entendre, ce qui devait être plus 
ordinaire à la naissance des langues, c'e$t-à-^dire 
dans un temps où l'on ne parlait que parce qu'on 
avait quelque chose à dire , ce sera l'analogie seule 
qui aura conduit d'un premier langage à un second, 
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et par conséquent Ton aura fait la numération 
par les noms sur le modèle de la numération par 
les doigts. Aussi reviendrons^nous à ce langage , 
et nou^l'adoptefons ave^tout le monde, lorsque 
nous parlerons algèbre. Ainsi toilà le calcul avec 
les doigts et le calcul avec les lettres qui se rap* 
prochent, quoiqu'on soit bien loin du second 
quand on n'est encore quau premier» 

Mais, comme les bonnes méthodes tiennent à 
la nature, il n*y a pas entre elles une aussi grande ^ 
distance qu'on le croit. . * 

Quoi qu'il en soit, tel était le caractère des lan- 
gues dont je parle, qu'on voyait dans les nombres 
énoncés avec des noms , comme dans les nombres 
énoncés avec les doigts , la manière dont la numé-» 
ration s'était formée ; et c'est un grand avantage : 
car alors il n'est pas bien difficile de découvrir 
comment les autres opérations se peuvent faire. 

En effet, lorsque le discours, dans la composi- 
tion et la décomposition des nombres, se conforme 
à la méthode que suivent la numération et la dé* 
numération par les doigts, et qu'il devient, comme 
elle, l'expression distincte des différens ordres 
d'unités , quels grands obstacles fkudra-t-il vaincre 
pour découvrir l'addition , la soustraction , la mul- 
tiplication, la division? 

Nos langues modernes , qui ne sont que des res- 
tes défigurés dé plusieurs langues mortes, n'ont pas 
toujours conservé, dans la manière d'éitoncer les 
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nombres, un langage analogue à la ^numération 
par les doigts. Voilà pourquoi elles ne nous font 
pas voir comment le cafcul a commencé ; et parce 
que nous ne le voyons pas, nous supposons qu'on 
ne Ta jamais vu. NHmaginant donc pas combien 
il était facile de le trouver, nous regardons Icomme 
un effort du génieune décJouverte que tout homme 
de sens pouvait faire. Mais, si elle nous étonne, 
si nous avons de la peine à la comprendre, c'est 
que, ne commençant pas comme on a commencé, 
nous €on)mençons toujours mal. 

La langue des calculs est celle où l'analogie se 
montre d'avantage. C'est à cela qu'elle doit sa 
richesse , je veux dire toutes ses expressions, 
toutes ses méthodes, toutes ses découvertes; et il 
semble que , pour l'achever, il suffisait de la bien 
commencer. C'est que l'analogie s'aperçoit facile- 
ment, et elle n'échappe plus quand on la prend 
où elle copimence. Ce sont nos langues mal faites 
qui nous empêchent de l'apercevoir, et qui, par 
cette raison, rendent les calculs plus difficiles. 
Par exemple si, au lieu de vingt, trente, qua- 
rante, etc., on comptait par deux dix, trois dix, 
quatre dix, etc^, la multiplication en deviendrait 
plus facile : je ne doute pas que quelqu'un qui 
n'aurait aucune- connaissance de notre arithmé- 
tique ne pût faire de longs calculs avec ce langage, 
pour peu qu'il s'y fut exercé. Les paysans, qui ne 
savent pas lire, l'ont bien senti, ceux-là surtout 
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à qui nous u'avons pas appris à compter. Ils ne con- 
naissent pas nos expressions,' cinquante^ soixante^ 
soixante-quinze; ils s'en sont fait de plus analogues 
à la numération. C'est par dix ou par vingt qu'ils 
comptent : ils disent, par exemple, huit vingts^ 
et ils ne nous entendent pas quand nous disons 
cent soixante; avec cela, ils comptent sûrement 
et promptement. 

Nous qui nous croyons instruits, nous aurions^ 
donc souvent besoin d'aller souvent chez les peu- 
ples les plus ignoraus, ]fbur apprendre d'eux le 
commencement de nos découvertes : car c'est sur- 
tout ce commencement dont nou9 aurions besoin ; 
nous l'ignorons, parce qu'il y a long-temps que 
nous ne sommes plus les disciples de la nature. 



CHAPITRE III. 

Aaîeplîons données aux mots nombre, multiplier et diviser. 

Pourquoi faut-il que nous soyons obligés de 
prendre le même mot dans des acceptions diffé- 
rentes? Neût-il pas été mieux d'avoir autant de 
mots que d'acceptions? 

Je réponds que , si nous parlons pour nous faire 
entendre, nous devons préférer le langage qui 
rafontre comment nous passons d'une idée à une 
idée : car une langue bien faite devrait être comme 
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un tableau inouyaht dans lequel on verrait le 
développement successif de toutes nos connais- 
sances. 

Nous allons du connu à l'inconnu,, c'est-à-dire 
que nous voyons l'inconnu dans le connu même. 
L'inconnu qu'on découvre est donc le connu 
qu'on voyait. Ils se ressemblent, par conséquent 
ils sont analogues. Si vous voulez donc me faire 
passer de l'un à l'autre , vous n'avez pas d'autre 
moyen que de mettre la même analogie dans vos 
discours. Voilà le langage que la nature nous en- 
seigne à tous, mais que nous n'apprenons pas où 
que nous apprenons mal. 

Les langues n'ont que trop de mots, et c'est 
surtout le défaut des modernes, qui, au lieu de se 
former séparément par .la seule analogie, se sont 
donné des expressions les unes aux autres , après 
en avoir pris chacune dans-^ différentes langues 
qu'on ne parle plus. Or, les mots sont sans ana- 
logie dans une langue à laquelle ils sont étrangers ; 
et, parce qu'alors il n'est pas facile de les faire 
passer par différentes acceptions , nous mettons à 
contribution toutes les langues, et nous pillons 
partout cbmmie des barbares. Nos langues sem- 
blent n'être que ce qui reste après nos ravages et 
des dévast-ations : elles ressemblent à des empires. 
Tout est mal, lorsque tout a mal commencé. 

La langue la plus parfaite • serait celle qui , 
p'ayant rien emprunté , devrait à l'analogie uni- 
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rquement toutes les expressions dont l'usage se 
-serait introduit ; et je crois que cette langue réu- 
nirait, avec le plus petit nombre possible de mots, le 
plus grand nombre possibledHdées. Mais,parceque 
nous avons cru être plus savans, en parlant d'après 
les langues que nous nommons savantes^ nous 
nous y sommes pris, pour faire nos langues, 
<x)mme si nous avions voulu faire des jargons/ 
Il nous a paru convenable d'employer dans les 
sciences des mots qui ne sont pas français, et 
nous les avons rendues difficiles par la seule diffi- 
culté d'en apprendre le dictionnaire. Certaine- 
ment, si on avait parlé pour se faire entendi*e, 
ce n'est pas avec des mots inconnus qu'on aivait 
imaginé d'exprimer des idées nouvelles. 

Un mot devient naturellement le signe d'une 
idée, IcHTsque cette idée est analogue à la première 
qu'il a signifiée , et alors on dit qu'il est employé 
par extension. 

Mais, parce que cette première idée n'est pas 
toujours Connue, ou parce qu'on ne sait pas saisir 
l'analogie qui conduit d'une acception à une autre, 
on regarde souvent comme un abus d'employer le 
même mot pour exprimer des idées qui, quoique 
analogues,ne sont pas les mêmes à tous égards.Quel- 
quefois on se trompe plus grossièrement encore : 
car, sans se rendre compte de ce que signifie unmot , 
on suppose qu'il a toujours la même signification , 
et on agite des questions absurdes ou puériles. 
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Ceux , par exemple , qui ont demandé si Tunité 
est un nombre , n'ont pas vu que Iç mot nombre 
a deux acceptions différentes. Dans la première, 
il ne se dit que d'une multitude d'unités ; et alors 
il est évident que l'unité n'est pas un nombre : 
elle en diffère , comme le simple du composé. 

Mais , parce que les nombres sont formés d'uni- 
tés, l'analogie a fait donner, par extension, à l'unité 
simple la même dénomination qu'à plusieurs uni- 
tés réunies , e)t, l'unité est devenue un nombre. 

. De même- multiplier j dans la première accep-* 
tion , c'est prendre un nombre plusieurs fois , et 
le produit , après la multiplication , est plus grand 
que. le multiplicande. 

Cependant, parce qu'on di* ait multiplier par 
deux j par trois y qui sont des nombres dans la pre- 
mière acception du mot, on a dit multiplier par 
un, qui n'est un nombre que par extension. Mul- 
tiplier a donc pris une nouvelle signification dans 
laquelle le produit est égal au multiplicande , pu 
dans laquelle, à proprement parler, il n'y a point 
de produit, parce qu'il n'y a proprement point 
de multiplication. 

Nous ferons là même observation sur le mot 
diviser, qui signifie proprement séparer en plu- 
sieurs parties : car, parce qu'on a dit diviser par 
deux, on a dit diviser par un y quoique dans le 
vrai un ne divise pas, puisqjue deux, divisé par un, 
donne au quotient l'entier deux^ 

xvr. 3 -' 
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Or, clè^ que le mot multiplier a deux acceptions. 
Tune dans laquelle le multiplicande, après la mul- 
tiplicatioB , est plus grand , et l'autre dans laquelle, 
*après la multiplication , il se retrquve le même, il 
est évident que nous ne nous entendrons pas , si 
nous voulons nous en tenv exclusivement à Tune 
ou à Tautre de ces acceptions. Nous nous enten- 
drions moins encore , s'il arrivait qu'après la mnl- 
tifdication le produit fôt quelquefois plus petit qu^ 
le multiplicande : c'est pourtant ce qui arrivera. 

Pour jse Élire une idée générale du mot multi- 
plier y il ne faut donc point considérer, ni si le mul- 
tiplicande augmente , ni s'il reste le même , ni s'il 
diminue : il suffit d'observer la multiplication dans 
J*opération qui se fait, Jorsqu'on dit deux fois trois 
/ont six^ une fois trois font trois. 
- Il en est de même du mot. dimer; car dans l'ac- 
ception la plus générale, diviser, ce n'est pas sé- 
parer en plusieurs parties^ c'est seulement chercher 
epmbien de fois un nombfe est contenu dans un 
autre; et puisque l'unité est un nombre , on divise', 
lorsqu'on cherche combien de fois elle est dans 
trois, comme lorsqu'on cherche combien de fois 
lieux est dans six; 

En considérant donc la division dans l'opération 
qui s'en fait, plùtôtque dans lapretnière slcception 
du mot , nous en avons une idée générale appli- 
cable à tous les cas, même à ceux dont le dividende, 
après la division , se trouvera plus grand ; ce qui 
arrivera encore. 
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Ainsi, sans coqsidérer si un nombre augmente, 
diminue ou reste le même, multiplier, c'est pren- 
dre le multiplicande autant de fois qu'il y a d'unités 
dans le muljtiplicateùr ; et diviser, c'est observer 
combien de fois le diviseur est contenu (jlans le 
di vidènde^ Ce$ notions qui sont simples , qui ne 
sont que si^iples , .et qui , par ,cette raison , $ont 
tout ce que j/e cherche, répondront la lumièr^e, et 
écarte^xmt bien ^es difficultés. 

D'ailleurs, le$ (^iservations que nous oiv^pjis. 
fptes sur les mots nombre, multiplier, diyi^rr 
sont autant 4'e^mpies sensibles des difiEerentes/ 
acceptions dont les noms deviennent susceptibles ; . 
et mon preixûer c^jet, daris cet ouvrage, est de 
donner dbe l'analogie l'idée la plus exacte^ Je ye^x^ 
surtout faîrç remarquer le chemin qu'elle jl^siCiÇ , . 
chemin qi^ doit ^ous conduire de décpu ve^rte .eipb 
découverte ; mais^^^omme nous ne sommes epcor^ 
qu'à rentrée , >po]US ne jurions le voir que ^n- 
fasément. ^ous ne le jconnaitrops bi^n ^ quç jlo^ 
que news serons arrivés. 
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CIïAPiTRË IT. 

En quoi "consistent les idées des nombres. 

Les sciçnkOBS sontde grapdes et belles routes que 
la nature ^vait ouvertes et tracées, et dont les 
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hommes ont fermé Tentrée : ils y ont mis rnala* 
droitement des broussailles et des obstacles de 
toute espèce ; ils y ont même creusé des précipices ; 
en sorte qu'aujourd'hui toute la difficulté est dans 
les premiers pas. Lés efforts qu'on a fiiits pour se 
firayer un passage , ne laissent voir que des traces 
bonfuses, où, depuis des siècle^, nous nous éga- 
rons à la suite les unsdeà autres. A la vérité, quel- 
ques hommes de génie arrivent , mais ils sont, en 
quelque aorte , hors de la portée de notre vue , et 
ils dédaignent de nous dire comment ils sont arri- 
vés , ou ils le cachent à dessein. Ne pouvant donc 
concevoir comment ils ont pu vaincre les obsta- 
cles, lions nous imaginons qu'ik les ont franchis; 
et nous croyons les voir planer dans les airs , nous 
qui sommes condamnés à aller terre à terre. Ce- 
pendant, doncevons-nous mieux comment ils fran- 
chisent les obstacles , et comment ils planent 
au-dessu$ ? T!f on sans doute : essayons donc d'ou- 
vrir l'entrée que nous nous sommes fermée ; il 
n'y a point d'autre passage- pour nous. Si cette 
entreprise a ses difficultés, elles ne sont pas si 
grandes qu'elles le paraissent à l'abord. D'ailleurs, 
quand nous les aurons surmontées, nous nous trou* 
verons dans ces belles routes où les hommes de 
génie nous ont devancés; et peut-être avoueront- 
ils qu'ils y sont arrivés , comme nous , terre à terre. 
Je ne songe, en commençant, qu'à déblayer 
tout ce qui m'embarrasse. Voilà pourquoi je vais 
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d'abord lentement; voilà pourquoi je m'arrête 
long-temps sur de& questions que les calculateurs 
n'ont jamais imaginé de traiter, parce que ces ques- 
tions sont de la métaphysique , ,et que les calcu- 
lateurs ne sont pas méthaphysiciens. Ils ne savent 
pas que l'algèbre n'est qu'une langue ; que cette 
langue n'a point encore de grammaire, et que la 
métaphysique peut seule lui en donner une. 

Nous avons v>i qu'à chaque doigt que nous 
ouvrons, la numération nous fait passer à uu 
nombre plus grand d'une unité; et que la dénu- 
mération nous fait passer à un nombre plus petit 
d'une unité, à chaque doigt que nous fermons. 

Or, lorsque nous noua sommes fait une habi- 
tude de nous représenter par les doigts une. suite 
de nombres, alternativement croissante et décrois- 
sante , nous pouvons ilous représenter cette même 
suite par toute autre chose , par des cailloux ^ par 
des arbres, par des hommes, etc., c'est-à-dire 
que nous pouvons numérer et dénumérer avec 
des cailloux, des arbres, des hommes , etc., comme 
avec les doigts. 

Ces idées que nous nous sommes faites avec les 
doigts, l'analogie nous les fait donc appliquer à 
des cailloux , à des arbres, à des hommes; et parce 
que nous les pouvons appliquer à tous les objets 
de Tunivers, nous disons qu'elles sont générales, 
c'est-à-dire applicables à tout. 

Mais , lorsque nous nous bornons à les consi- 



38 LA Langue 

défer comme applicables à tout, nous ne leâ appli- 
quons à aucune chose en^particuli^, nous les 
considérons en elles-mêmes , et nous les séparons 
de tous les objets auxquels on les peut appliquer. 

Cependant c'est dans -ces objets mêmes que nous 
avons originairement aperçu ces idées , et nous 
n'avons pu les apercevoir que là. D'abord nous 
les avons vues dans les doigts , k mesure que nous 
remarquions l'ordre successif dans lequel ils s'ou- 
Vraient et se fermaient. Ensuite nous les avons 
vues dans tous les objets, à mesure que nous fai- 
sions avec eux la numération et la dénuméràtion 
que nous avions faites avec lès doigts. 

Considérer les nombres d'une manière gêné- • 
raie, ou comme applicables à tous les objets de 
l'univers, c'est donc la même chose que de ne les 
appliquer à aucun de ces objets en particulier : 
c'est la même chose que les abstraire ou les séparer 
de ces objets , pour les considérer à part ; et alors 
nous disons que les idées générales des nombres 
sont des idées abstraites. 

Mais, quand les idées des nombres, d'abord 
aperçues dans les doigts, ensuite dans torus les 
objets auxquels on les applique, détiennent gé- 
nérales et abstraites, noos-ne les apercevons plus 
ni dans les doigts, ni dans les objets auxquels nous 
cessons de les appliqûei*. Ou donc les apercevons- 
nous ? 

Dans les noms devenus les signes des nombres. 
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Il ne reste dans l'esprit quç ces noms ; et c'est en 
vain qu'oi^ v chercherait autre chose. 

Un^ deux^ trois ^ etc., voilà donc les idées abs- 
traites des nombres : car ces mots représentent 
les nombres comme applicables à tout , et comme 
appliqués à rien. Ce sont eux qui les séparent des 
objets ou nous avons appris à ]es apercevoir 
Quand, par exemple, après avoir dit un doigt, 
un caillou, un arbre, nous disons un^ sans rien 
ajouter, nous avonsdanscemot^^ l'unité absf:raite. 

Si vous^rroyez que les idées abstraites sont autre 
choseque des noms ,^ dites , si vous pouvez : Quelle 
est cette autre chose? £n effet , quand vous aurez 
iaîit abstraction des doigts et. des autres objets qui 
|>euveiit représenter les nombres; quand vous au- 
rez &it abstraction des noms qui en sont d'autres 
Mgpes , en vain vous chercherez ce qui reste dans 
votre esprit , vous n'y trouverez rien , absolument 
rien. 

Mais , dira-t-on , comment réduire les idées abs- 
traites à n'être que des mots ? Il me sera plus facile 
de répondre à cette question , qu'il ne le serait de 
répondre à celle-ci : siJes idées abstraites ^ont autre 
chose que des mots , que sont-elles ? 

Les nombres me sont représentés par les doigts , 
lorsque j'apprends à Ikire la numération, et ils 
me sont .représentés pa]:4'HUtres objets, lorsque 
|e répète avec d'autres objets ce que j'ai appris 
avec les doigts. 
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A mesure que je rae les représente, je donne 
à chacun des noms différens. Je désigiie par un 
un doigt . considéré seul; et en conséquence , je 
dirai un d'un caillou, d'un arbre : j'exprime par 
deux un doigt plus un doigt ; et par conséquent 
je dirai deux d'un caillou plus un caillou , d'un 
arbre plus un arbre. Je ferai de même les noms 
trois ^ quatre y etc. Or, quelles idées retracent ces 
noms ? 

■ 

Je réponds que un est un mot que je me sou- 
viens d'avoir choisi pour signifier un seul doigt, 
un seul caillou , un seul arbre , et en général un 
objet individuel; que deux est un autre mot qu€ 
je me souviens d'avoir choisi pour exprimer un 
doigt plus un doigt, un caillou plus un caillou ^ 
un arbre plus un arbre , et en général un individu 
plus un individu. Or, comme dans les noms géné- 
raux, tels que un y deux^ trois ^ il n'y a propre- 
ment que des noms ; il n'y a aussi proprement que 
des noms daus des idées abstraites : car idées abs- 
traites et noms généraux- sont au fond la même 
chose. 

L'erreur où l'on tombe à ce sujet vient de ce 
qu'on suppose que le mot idée n'a qu'une accep- 
tion. Cependant il en a deux; une qui lui est pro- 
pre , et une autre qui lui est donnée par extension. 
Si je dis un caillou, deux cailloux, le mot idée est 
pris au propre , car je trouve les idées de un et de 
deux dans les objets que je joins à ces noms : mais 
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si je dis un, deux, ce ne sont là que des noms gé- 
néraux, et ce ne peut çtre que par extension qu'on 
les nomme idées. 

On sait qu'il n'y a hors de nous ni genre ni 
espèce ; on sait qu'il^ n'y a que des individus : 
quoique nos philosophes, qui le savent sans doute, 
l'oublient si souvent qu'ils paraissent l'ignorer. 
Les genres et les espèces ne sont donc que des 
dénominations que nousavons faites; et nous avons 
eu besoin de les faire , parce que la limitation de 
notre esprit nous faisait une nécessité de classer 
les objets. 

Or les dénominations données aux nombres ne 
sont qu'une manière de classer les choses pour les ; 
observer sous les différens rapports où' elles sont 
dans le calcul : donc, par la^méme raison qu'il n'y 
arien dans l'univers qui soit genre et espèce, il 
n'y arien aussi qui soit deux^ trois, quatre, qui, 
en un mot, soit un nombre ; il n'y a, si je puis 
m'exprimer ainsi, que des un, un, un; et les nom- 
bres ne sont que dans d es noms que nous avons faits 
pour notre usage. Il n'y a point de nombre aux 
yeux de Dieu. Gomme il voit à la fois tout, il ne 
compte rien. C'est nous qui comptons, parce que 
nous ne voyons qu'un à un ; et pour compter , nous 
sommes obligés de dire deux^ trois , quatre, comme 
s'il y avait quelque chose qui fût deux, trois, qua 
tre. Nous le supposons même : portés à réaliser 
nos abstractions , nous établissons volontiers pour 
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principe, €|ue iout ce que nous concevons claire- 
meni et disUnetemeni est hors de nous tel que nous 
le concevons. Un bon cartésien nîen doutera pas. 

CHAPITRE V. 

Des rapports généraux sons lesquels nous pouvons considérer 

les nombres. 

Deux nombres sont égaux lorsqu'ils renferment 
le même nombre d'unités; et ils sont inégaux lors- 
qu'ils n'en renferment pas le même nombre. 

N.ous apercevons cette égalité ou cette in^a- 
lité en les compâl*ant; et, parce qu'alors nous les 
rapportons l'un à l'autre, on dit qu'ils sont dans 
des rapports d'égalité ou dans des rapports d'iné- 
galité. Ces rapports sont les plus généraux. 

Deux nombres égaux se contieunent récipro- 
quement : deux plus deux, contient quatre , et 
quatre contient deux plus deux. 

Donc ils ne se contiennent pas réciproquement 
s'ils sont, inégaux : deux plus deux est contenu 
dans cinq , mais cinq ^e l'est pas dans deux plus 
deux. 

Parce que deux nombres se contiennent réci- 
proquement, ou dit qu ils^oiit réciproquement la 
mesure exacte l'un de l'autre : deux plus deux est 
la mesure exacte de quatre^ et quatre l'est de deux 
plus deux. 



y 
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On voit donc que , dire que deux nombres sont 
égaux, qu'ils se contiennent réciproquement, qu'ils 
sont la mesure exacte l'un <le l'autre , c'est dire la 
même chose de trois manières différentes; mais, 
quoique de pareilles expressions soient identiques, 
nous verrons qu'elles oat chacune leur, usage. 

Lorsque deux nombres ne âe mesurent pas 
réciproquement, on les peut comparer à un troi- 
sième qui , étant contenu un certain nombre de 
fois dans l'un et dans l'autre , est la mesure com- 
mune des deux. Huit et douze ^ par exemple, ont 
pour mesure commune quatre^ deux et un. Sur 
quoi il fsiùt remarquer que l'unité est la mesure 
commune de tous les nombres : il y en a même 
qui n'en ont pas d'autre ; tels sont quatre et cinq y 
neuf.^ onze. ■ 

Qu£gid nous mesurons deu^ nombres, nous 
découvrons l'excès du plus grand sur lé plus petit : 
quand nous les comparons, nous voyons que l'ex« 
dès du plus grand sur le plus petit est la différence 
de l'un à l'autre ; et quand nous rétranchons 1^ 
plus petit du plus grand, nous apercevons que 
cet excès ou cette différence est ce qui reste. 

Excès ^ différence^ reste ^ sont donc des mots qui 
signifient précisément la même chose ; mais, dans 
l'uss^e qu'on en fait , les vues de l'esprit ne sont 
pas les mêmes. Excès est relatif à mesure, parce 
que l'excès est connu après avoir mesuré; diffé- 
rence est relatif à comparaison , parde qu'on dé- 
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couvre la di£Féreiice en^comparant ; reste est relatif 
à soustraction , parce qu'on trouve le reste après 
avoir soustrait le plus petit nombre. Deux est 
l'excès de six sur quatre , la différence de quatre à 
six j et le reste quand on a retranché quatre : ces 
trois mots, dans cet exemple , signifient donc éga- 
lement deux , et par conséquent la même chose ; 
mais l'un suppose qu'on a mesuré, l'autre qu'on a 
comparé, et le dernier qu'on a soustrait. 

Les détails où j'entre paraîtront minutieux sans 
doute , parce qu'il semble que ceux qui savent la 
numération n'ont pas besoin qu'on leur apprenne 
ce qui constitue l'égalité , l'excès , la différence , le 
reste. Mais un enfant compte par ses doigts avant 
d'avoir appris ces dénoipinations ; et peut-être, 
quand il les connaîtra, croira-t-il savoir autant de 
choses que de mots. Il est vrai que j'écris pour des 
adultes , mais je dois les traiter comme des enfans, 
parce qu'il n'y a qu'une manière de s'instruire; 
qu'elle est la même pour tous les âges ; que d'ail- 
leurs tqi^s les iguorans sont enfans, et que les plus 
savans sont bien jeunes encore. 

Rappelons-nous que nous ne pouvons aller que 
du connuii l'inconnu. Or, comment pouvons-nous 
aller de l'un à l'autre ? C'est que Tinconnu se trouve 
dans le connu , et il n'y est que parce qu'il est la 
même chose. Nous ne pouvons donc passer de ce 
que nous savons à ce que nous ne savons pas, que 
parce que ce que nous ne savons pas est la même 
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chose que ce que nous savons. Vous qui n'avez 
rien appris en lisant ce chapitre , vous êtes bien 
convaincu que tout ce que je dis est la même chose 
que ce que vous saviez. Donc lorsqu'un enfant le 
saura , ce qu'il aura appris sera la même chose que 
ce qu'il savait. 

Or, tout ce que nous ignorons étant la même 
chose que ce que nous savons , il est évident que 
nous ne pouvons trop observer ce que nous savons, 
si nous voulons arriver à ce que nous ne savons 
pas. Il le faut observer, et observer beaucoup, 
parce que ce que nous croyons savoir, souvent 
nous le savons mal. Aussi y a-t-il long-temps que 
je suis convaincu qu'on n'.aura de bons élémens 
que lorsqu'on aura tout refait , jusqu'aux notions 
les plus communes^ Car les idées, pour être com- 
munes, n'en sont pas mieux faites. Au contraire, 
ce sont celles dont on s'est le moins rendu compte. 
Si cependant on y laisse de la confusion, «lies 
seront mal connues , et si elles sont mal connues , 
elles. ne pourront pas nous conduire à ce que nous 
ne connaissohs pas. Voilà pour({uoi je commence 
par où l'on /n'a jamais commencé , et je remarque 
longuement des choses que tout le monde juge 
inutiles à dire. Je sens que j'en dois paraître minu- 
tieux ; mais je prie le public d'avoir pour moi la 
même indulgence qu'il a pour tant d'autres. 

Quand, je dis deux plus deux sont égaux à 
quatre^ on voit que l'égalité se réduit à l'identité; 
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car il suffit de savoir la valeur des mots pour recon- 
naître que ce que j'appelle deux plus deux est la 
même chose que ce que j'appelle quatre. 

Deux plus deux et quatre sont donc le même 
nombre exprimé différemment , ou deux expres- 
sions identiques dans les idées. 

Qu'on dise donc que deux nombres sont égaux, 
qu'ils se conti'fennent réciproquement , qu'ils se 
mesurent exactement l'un et l'autre, qu'ils sont le 
même nombre ou qu'ils sont identiques , ce n*est 
jamais que dire la ipéme chose de plusieurs ipa- 
nières. 

On ne faijt donc, dans la langue des calculs, que 
des propositions identiques, et par conséquent 
frivoles, objectera-t-on peut-être. Je consens que, 
dans cette langue •comme dans toutes les autres , 
on oe fait que des propositions identiques , toutes 
ks fois que les propositions sont vraies. Car, ayant 
démontré que ce que nous ne savons pas est la 
même chose que ce que nous savons , il est évident 
que nous ne pouvons faire que des propositions 
identiques, lorsque nous passons de ce que nous 
savons à ce que nous ne savons pas. Cependant, 
pour être identique, une proposition n'est -pas 
frivole. 

Six est six est une proposition tout à la fois iden- 
tique et fnvole. Mais remarquez que J'identité est 
en même temps dans les termes et dans les idées. 
Or oe n'est pas Tidentké dans 1^ idées qui feit le 
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frivole, c'est l'identité dans les termes. En effet 
on ne peut jamais avoir besoin de faire cette pro- 
position, six est siof; elle ne mènerait à rien ;.et la 
frivolité , comme on peut avoir eu occasion de le 
remarquer, consiste à parler pour parler, sans ob« 
jet, sans but, sans rien dire. 

Il n'en est pas de même de cette autre propo- 
sition, trois et trois font six. Elle est la somme d'une 
addition. On peut donc avoir besoin de la &ire, 
et elle n'est pas frivole, parce que l'identité est 
uniquement dans les idées. 

Faute d'avoir distingué deux identités, l'une 
dans les mots, l'autre. dans les idées, on a supposé 
que toute proposition identique est frivole, parce 
que toute proposition identique danaijes mots est 
fiiTole en effet; et oà n'a pa$ soupçonné qu'une 
proposition ne saurait être ftîvole, l(]^rsque l'iden- 
tité n'est que dans les idées. On n'a pas même 
voulu apercevoir cette identité. Car pourquoi dit- 
on , par exemple ^deux et deux font quatre? ^oxxv- 
qaoi/bnt? si ce n'est parce qu'on suppose que 
deux et deux sont quelqu'autre chose que deux 
et deux : il me semble qu'on aurait dit deux et 
deux sont quatre y si on eût bien senti que deux 
et deux sont la même chose que quatre. 

Lorsque nous jugeons que deux hommes sont 
égaux en grandeur, nous voyotis une même chose 
dans deux que nous comparons , c'est-à-dire une 
même grandeur dans deux homm^ , et nous faî- 



48 LA LANGUE 

sons une proposition identique. De même , lors- 
que nous disons deux plus deux sont égaux à 
quatre f nous voyons une même idée dans deux 
exprjessions , et notre proposition est identique 
encore. Mais le^ calculateurs n'ayant pas remarqué 
que ces expressions sont identiques dans les idées, 
ils jugent qu'ils ont comparé des idées différentes, 
parce qu'ils ont coniparé des mots différens. 

Quand je dis qu'ils ne remarquent pas cette 
identité, je ne veux pas dire qu'ils ne l'aperçoivent 
pas. Qui pourrait ne pas l'apercevoir? Mais s'ils la 
remarquaient, ils se verraient forcés à conclure 
que, lorsqu'ils calculent, ils ne font et peuvent 
faire que des propositions identiques. Or ils se 
refusent , c^mme par instinct , à cette conclusion , 
parce qu'ils som dans le préjugé que toute propo- 
sition identique est une proposition frivole ; et ils 
ont de la répugnance à être frivoles. f 



CÎaAPITRE VI. 

De la formation dés puissances et de Tex traction des racines^ 
Iprsque les quantités sont exprimées a^ec des noms. 

L'art de calculer n'a pu se perfectionner qu'au 
tant qu'on a simplifié les méthodes. 

Or une méthode plus simple qu'on ne connais- 
sait pas encore, ne se sera pas trouvéïe dans une 
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méthode dont on n'aurait eu que des idées confuses; 
car des connaissances confuses ne sont pas pro- 
prement des connaissances. Cependant on ne peut 
aller à l'inconnu que par le connu , et si nous avons 
tant de peine à faire des découTcrtes, c'est que 
nous savons mal ce que nous croyons savoir. Qui 
le saurait bien , trouverait tout ce qu'il est possiblç 
de trouver ; voilà le secret des inventeurs. . 

Une première méthode n'a donc pu conduire à 
une méthode plus parfaite, qu'après qu'on l'a eu 
simplifiée elle-même ; et ce n'est qu'à mesure qu'on 
la simplifiait , qu'on y pouvait voir une méthode 
plus simple encore. 

C'est le choix des signes qui fait toute la simpli- 
cité d'une méthode. Or on n'a pas pu calculer avec 
les doigts et avec des noms, sans éprouver de 
grandes difficultés : on a voulu les vaincre , et de 
tentative en tentative , on est arrivé à des signes 
plus commodes. . . 

En continuant d'étudier le calcul qui se fait avec 
les doigts et avec des noms, nous pouvons donc 
nous flatter de découvrir des calculs plus simples : 
nous aurons d'ailleurs l'avantage de parljer un lan- 
gage familier à tout le monde , et ilmc semble qu'il 
est plus naturel dé commencer une étude dans une 
langue qu'on parle, que dans une langue qu'on ne 
sait pas encore. A la vérité le chemin que je prends 
paraîtra long, et on trouvera que je remonte bien 
haut, parce que je commence par le commence- 
XVI. 4 
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jaent. Mais quand nous aurons atteint ceux qui 
eroient £ûre des élémons, nous irons plus vite 
qu'eux. 

Les puissances d'un nombre, dit-on, sont les 
produits de ce même nombre multiplié plusieurs 
fais par lui-même; et immédiatement après avoir 
donné cette définition , on ajoute que tout nom- 
bre qui n'a pas été multiplié par lui-même est sa 
première puissance; que deux^ par exemple, est 
la premières puissance de deux. Voilà donc une 
puissance qui n'est pas un produit, et par consé- 
quent la définition n'est pas exacte. Certainement 
ce n'est pas pour se faire entendre qu'on définit 
d'une Êiçon et qu'on parle d'une autre. 

On nomme carré le produit d'un notnbte mul- 
tiplié par lui-même. Quatre^ par exemple, est le 
produit de deux multiplié par deux; et ce produit 
est nommé carrée parce que c'est là mesure d'une 
surface carrée qui aurait deux de hauteur sur deux 
de base. 

Si ensuite on multipilie quatre p^rdeux^ le pK>- 
duit huit prend le nom de cube y parce qu'il est en 
effet la mosure d'un cube, c'est-à-dire d'un solide 
qui aurait deux de base , deux de hauteur et deux 
de profondeur. 

Keprés^ntez^TOus une figure termiuée' par qua- 
tre droites égales, et dont deux côtés parallèles 
soient perpendiculaires aux deux autres. 

Cett« figure e«t un carré dont la base est égale 
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à la hauteur. S'il a, par exemple y deux pieds de 
haut, il aura deux pieds de hase, et tous voyez 
qu'en multipliant deux par deuço \ vous aure^ 
quatre pour la surface'carrée. 

Vous concevez donc que le produit de tout nom- 
bre , multiplié par lui-même , comme celui de deux 
par deux^ peut représenter un carré. Or c'est par 
cette rajson qu'on nomme carrés tous les produits 
de cette espèce. Ainsi quatre est le carré de deux; 
neuf est celui de' trois, etc. 

Un cube est un solide dont H base , la hauteur 
et la profondeur sont égales : il aura , par exemple, 
deux pieds dàm^hacune de ses dimensions; et 
comme deux za|Piplié par deux-B. donné quatre 
pour la surface carrée, quatre multiplié par deux 
donnera le cube huit. Vous comprenez donc que 
\e produit de tout nombre , multiplie deux fois par 
lui-même, peut représenter un cube : huit est le 
cnhe de deux; vingt-sept est celui de trois. 

Deux peut multiplier le cube huit, le produit 
qui en résultera, d'autres encore , et chacun de ses 
produits a besoin d'être nommé. Mais , parce qu'il 
eût été inutile de s'embarrasser d'une multitnde 
de noms, on a compris tous ces produits sous la 
dénominatidh générale de puissance. . 

Puissance a donc d'abord signifié les différens 
produits d'un nombre multij^ié successivemeiit 
par lui*même, et on eut autant de puissances que 
de produits. 
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En conséquence de cette première acception^^ 
un nombre n'est pas une puissance proprement , 
lorsqu'il n'est pas un pareil produit , comme l'u- 
nité n'est pas un nombre elle-même dans la pre- 
mière acception du mot. 

Mais on dit, par extension, que l'unité est un 
nombre , parce qu'elle les produit tous : de même 
on dit , par extension , que chaque nombre est sa 
première puissance, parce que, multiplié par lui- 
même , il est le générateur de toutes. Quatre est 
donc la seconde puissance de deux , huit la troi- 
sième , seize la quatrième , et deux en est la pre- 
mière, improprement ou par eigension. 
V II est naturel et raisonnaH^pde donner aux 
mêmes choses des dénominations différentes , sui- 
vant les différentes vues de l'esprit. C'est pour- 
quoi les nombres, considérés par rapport aux 
puissances dont ils sont les générateurs , ont été 
nommés racines de ces puissances. Deux est la 
racine seconde de quatre , la racine troisième de 
huit^ la racine quatrième de seize ^ et', par exten- 
sion, la racine première de deux. Ainsi, tout 
nombre est en* même temps 'i^ racine première et 
sa première puissance. 

L'unité est un nombre : par conséquent, mul- 
tipliée par elle-même , elle donnera un carré dont 
elle est la racine carrée ou seconde; multipliée 
par elle-même une seconde fois , elle donnera un 
cube , dont elle est la racine cube ou troisième ; 
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«t puisque un y multiplié ou divisé par un, n'est 
jamais qnun, il s'ensuit qu'on trouve dans l'unité 
toutes les puissances et toutes les racines possibles. 
Vous voyez que l'analogie conduit à ce langage. 

Voilà ce qu'on entend par racine et par puis- 
sance. Remarquez que tout ce que vous venez 
d'apprendre se trouve dans ce qpe vous saviez, 
aux mots près de puissance et de racine. Or c'est 
ainsi que la langue des calculs s^achevera. On in- 
troduira de nouvelles dénominations et de nou- 
veaux signes ; mais , dans chaque dénomination , 
'dans chaque signe , vous nfe trouverez que ce que 
vous saviez déjà. C'est de la sotte que vous irez de 
prodie en proche , depuis le calcul avec les doigts 
jusqu'au calcul' intégral. 

Dès que vous savez multiplier, vous savez élever 
un nombre au carré, au cube, où à toute autre puis- 
sance. La formation des puissances vous est donc 
connue : or c'est dans cette formation connue que 
vous trouverez l'extraction des racines. 

Une puissance étant donnée , en extraire la ra- 
cine, c'est trouver le nombre qui, en se multi- 
pliant , a été lé générateur de la puissance. Vous 
concevez donc que , puisque la multiplication 
donne les puissances , la division donnera les ra- 
cines, et que l'extraction des racines est l'inverse 
de la formation des puissances. Dans l'une, on 
défait ce que l'on a fait dans l'autre ; mais , dès que 
TOUS savez faire une chose , vous là savez défaire, 
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si vous observez comment vous la. fûtes. Obser- 
vons et décomposons. 

J'écris dans une colonne les neuf premiers nom 
bres^ et dans une colonne correspondante, lés 
carrés de chacun. 

Racines. Carrés. 

Un. Un. 

Deux. Quatre. 

Trois. Neuf. 

Quatre. Dix plus six. 

Cinq. Deux dix plus cinq. 

Six. Trois dix plus six. 

Sept. Quatre dix plus neuf. * 

Huiti Six dix plus quatre. 

Neuf. Jluit dix plus un. 

Toutes ces racines n'ont qu'un terme ; les carrés 
des trois premières n'en ont qu'un également, 
parce qu'ils ne renferment que des unités du pre- 
mier ordre. Les autres carrés renferment des unités 
de deux ordres ,- distingués dans deux termes dif- 
férens : dix pbus^ six , deux dixplu^ cinq , etc. Mais 
nous ne saurions exprimer dans cette table com* 
bien il y a de termes dans dixj racine carrée de 
cent , ou dans cent , carré de dix : les doigts y sup* 
pléeront ; car l'expression de dix est le quatrième 
doigt ouvert plus le petit doigt fermé, et celle de 
cent est le doigt du milieu ouvert, plus le qua- 
trième fermé, plus le cinquième fermé. Dix a donc 



• 



DES CALCUXiS. 5S 

deux termes dans son expression, et cent en a trois. 
Nous continuerons ces observations ailleurs , et 
nous saurons bientôt comment on juge, à Tixis- 
pection d'un carré , du nombre des termes de sa 
racine. Passons à un carré dont la ra^e ait plu- 
sieurs termes , et obsérvons-le. Soit à cet effet cent 
plus quatre dix plus quatre^ dont nous savons que 
la racine est dix plus deux. 

Les trois termes de ce carré sont cent plus 
quatre dix^ plus quatre; et ks deux de la racine; 
dix^fXus deux. Or cent est le carré dedix^ premier 
terme de la raciùe, quatre est celui de deux^ son 
second terme ; et quatre dix est le produit de deux 
dix par deux , ou de deux fois le premier terme 
multiplié par le seconde D'après cette obseenvation 
qui me fait connaître comment se ibrme chacun 
des trois termes de ce carré , il ne sera pas difficile 
d*en défaire Une autre. Soit donc cent plus deux 
dix plus un^ dont on veuille extraire la raciae. 
On dira ; . /^ 

Le premier terme cent est un carré dont dix est 
la racine. Le premier terme de la racine que je 
cherche est donc dix. Ëa effet ,. dix fins dix £ont 
cent; et ayant soustrait cent de cent, il reste 
deux dix plus un. 

<ie reste, ûS^f/x: dix plus un , est formé de^eux 
termes , dont le premier deux dix est le produit 
de deux fois le premier terme de la racine multi- 
plié par le second. 
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Donc , en divisant ce premier terme deux dix 

,1 

par le double du premier terme de la racine , c'est^ 
à-dire par deux dix , je trouverai le second terme 
de la racine. 

' Or deux dix est contenu une fois dans deux ' 
dix , ou, ce qui est la même chose , deux dix , di* 
visé par deux dix , donne un pour quotient. Donc 
»i» est le second terme que je cherche. En effet, 
une fois deux dix fait deux dix ; un , multiplié par 
un , fait un au carré ; et deux dix plus un ayant 
été ^oxïisXx^xl^é deux dix plus un^ il ne reste rien^ 
La racine carrée de cent plus deux dix plus un est 
donc dix plus un. 

Nous n'eussions pas trouvé avec la même faci- 
lité que onze est la racine carrée de cent vingt-un ^ 
et c'est cette manière de nous exprimer qui eût 
fait toute la difficulté. ^ 

Dès que notre langue nous cache l'analogie 
d'après laquelle les nombres se composent , il n'est 
pas étonnant qu'elle ne nous laisse pas voir com- 
ment nous pouvons les décomposer. Vous le voyez : 
tout confirme que de pareilles découvertes seraient 
faciles , si les dénominations des nombres eussent 
été faites d'après la numération par les doigts. 
Voilà l'avantage qu'aura l'algèbre; elle nous fera 
parler comme la nature, et nous croirons avoir 
fait une grande découverte. 

Je pourrais faire voir quç, pour extraire les ra- 
cines carrées lorsqu'elles sont composées de trois 
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termes ) de quatre ou d'un plus grand nombre, il 
ne faut pas d'autre méthode que celle qu^ nous 
venons de découvrii* , et l'analogie seule nous àp- 
prepdrait bientôt à extraire des racines troisièmes, 
quatrièmes , etc.' Par exemple, pour savoir défaire 
un cube, il Suffirait d'observer commentai s'ex- 
prime avec les doigts, puisqu'on verrait comment 
il s'est fait; mais il me suffit, pour le présent, 
d'avoir indiqué ces méthodes. Nous les dévelop- 
perons lorsque nous aurons trouvées signes plus 
simples : le calcul , qui ne se ferait qu'avec des 
noms f deviendrait trop compliqué. 



CHAPITRE VIL^ 

'Notions générales sur les fractions, lor$qu'ellès sont 

exprimées avec des noms. 

\ 

\ 

Lesiractionsembarrassentfortlescommencans, 
et c'est la faute des faiseurs d'élémens. On dirait, 
quand ils traitent des fractions, qu'ils parlent d'une 
chose que personne ne connaît : cependant c'est 
ici le cas de dire que tout le monde parle prose 
sans le savoir. 

Rompez* ou divisez une toise en six parties, 
chacune sera une partie rompue de la toise; ou , 
ce qui est la même chose , elle en sera , pour par- 
ler latin , \xae fraction. Conséquemment vous pou- 
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vez donner à un nbmbre de ces parties le nom de 
nombre rompu ou de 6:action. Voilà ce qu'on a 
fait , et vous voyez aussitôt des fractions dans un 
sixième de toise ^. deux sixièmes de toise , etc., ex* 
pressions qui i^ous étaient connues. N'est-ce pas 
ainsi que le bourgeois gentilhomme voit tout à 
coup de la prose dans, Nicole^ apportez^-moi mes 
panioufles? 

Par opposition à nombre rompu ou à fraction ^ 
cm peut donii^ à la toise entière le nom de nom- 
bre entier, et c'est encore ce qu'on a &it. Ainsi le 
même nombre peut être considéré comme nom- 
bre entier et comme nombre rompu. Le pied par 
exemple est tin nombre entier par rapport aux 
pouces qui en sont des fractions, et il est un nom- 
bre rompu par rapport à la toise , dont il est une 
fraction lui.même. 

Voilà ce que nous savions tous, avant que le 
langage nous en fut connu ; et si aujourd'hui nous 
nous imaginons avoir appris autre chose que des 
mots, nous ressemblons au boui^ois gentilhonmie 
auquel nous ne ressemblons que trop souvent. Il 
suffit d'avoir eu occasion de mesurer quelque 
dbiose, pour avoir compté , sans le savoir, par nom- 
bres entiers et par nombres rompus. 

Quand on décompose une fraction , on y remar- 
que deux termes que j'écrirai pour les mieux dis- 
tinguer, comme on le voit ici, ^ de toise. Cela 
signifie que je divise la toise par six, et que de six 



DES CALCULS. Sq 

parties, j'en prends trois, expression qui est la 
même que trois sixièmes de toise. 

L'un de ces termes dénomme donc ou indique 
en combien de parties nous divisons un entier, et 
on le nomme dénominateur, tel est six dans 
l'exemple précédent; l'autre numère ou indique 
combien nous prenons de ces parties, et on le 
nomme nUmércUeur; tel est trois. On savait tout 
cela avant d'avoir vu des fractions écrites comme 
je les écris, et avant d'avoir entendu parler de 
numérateur et de dénominateur. £n effet tout 
cela se trouve dans trois sixièmes de toise. 

Ce que tout le monde sait encore, c'est que le 
dénominateur d'une fraction divise une unité prin- 
cipale , un entier, et ne divise ni ne peiit diviser 
le numérateur, puisqu'un plus grand nombre n'est 
p«s contenu dans un plus petit. Dans trois quarts 
de livre, par exemple, ou, comme j'écris, dans 

— ^ , quatre divise la livre et ne divise pas trois. 

£nfin il n'y a personne qui ne sacjie^ que trois 
livres valent soixante sous. On voit donc qu'à trois 
onpeatsuhstituer'soixante, et qu'alors ta fraction 

devenant *^^^ le numérateur, divisé par le dé- 

qnatre ' ' * 

nomin^eur , donnera quinze au quotient. On saura 
toujours, en pareil cas, trouver le quotient d'une 
fraction. 

On peut donner la forme de fraction à toute 

division à faire» J'écrirai, par exemple, ^, ce qui 
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signifie que cent est à diviser pai^ dix, comme 

— ^ signifie que trois est à diviser par quatre. 

Je dis cent à diviser par dix, et non pas cent 
dmsé par dix , comme on parle d'ordinaire et peu 

exactement. Car ^ n'est pas l'expression d'une 

division faite ; c'e^t l'expression 4'une division à 
faire ; c'çst une division qui n'est qu'indiquée. 

Quoi qu'on puisse penser de pareilles observa- 
tions, je les fais, parce que la règle que je me 
prescris est de ne dire que ce que je veux dire ; 
et si je m'en écartais, il m'arriverait souvent de 
n'être pas entendu. 

En effet) pour avoir parlé d'une fraction comme 
d'une division faite, les calculateurs se sont ren- 
dus quelquefois inintelligibles. Ils vous diront 
par exemple que toute fraction est le quotient 
de son numérateur divisé par son dénominateur^ 

ou que ^ n'est autre chose que le quotient de 

cinq divisé par huif.Msiïs, quand nous nous sou- 
venons d'avoir appris que le quotient exprime 
combien de fois un plus petit nombre est contenu 
dans un plus grand , comment pouvons-nous ima* , 
giner que cinq, divisé par huit, ait un quotient 
qui exprime combien de fois huit est contenu dans 
cinq 9 et comment pouvons-nous comprendre que 

ce quotient soit la fraction même ^? Il est vrai 

que , lorsqu'on a deviné cette énigme , on y trouve 
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un sens ; mais ceux qui commencent ne sont pas 
supposés avoir le don de dçviner. 

Il faut remarquer que toute expression d'une 
division à faire est identique avec l'expression de 

■ 

son quotient. '^ , par exemple, est au fond la 
même chose que 'quinze. De, même , de quelque 
manière qu'on exprime le quotient ^^ de livi'e , 

\ '■ * ■■■ quatre 

l'expression du quotient sera identique avec l'ex- 
pression de la fraction, et quinze sous sera la même 
chose que trois quarts de livre. Voilà sans doute 

ce qui a fait dire que — — est le quotient de trois 
divisé par quatre. 

Mais puisque la fraction -^j au lieu d'être une 

division faite , est une division à faire , il fallait 
remarquer que cette même fraction, prise pour 
quotient , n'est pas un iquotient trouvé ; qu'elle 
n'est qu'un quotient indiqué , et que par consé- 
quent elle n'est pas un quotient proprement dit. 
En effet, puisque le quotient doit exprimer com- 
bien de fois le diviseur est contenu dans le divi- 
dende, il n'y a proprement de quotient qu'après 

que la division a été faite. Or — ^ est une division 

* quatre 

àfkii'e. 

Pour effectuer cette division , je suis obligé de 
substituer au numérateur trois le nombre soixante; 

et ayant, dans '^"^^ et — ^, deux expressions 

J ' quatre quatre' ' 

identiques, quinze est également, pour l'un et 
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pour l'autre, l'expression du quotient. Mais si je 
n'avais pas fait cette substitution, je n'aurais pas 

effectué la division de — ^ , puisque trois n'est pas 

divisible par quatre. Cette fraction n'a donc point 
de quotient proprement dit : elle n'en a un , qu'au- 
tant qu'elle se transforme en îï^îîî^, expression 
qui lui. est identique. 

Cependant, parce que le quotient de trois ^ à 
diviser par quatre , quel qu'il soit, est la même 

cl^LOse que celui de -^—j? ^t que cette fraction peut 
X^nïv lieu du quotient qu'elle indique , je dirai que 
^^^ est , par extension , le quotient de trois à di- 
viser par quatre; et on m'çhtendra, parce que je 
n'aurai pas pris le mot de quotient dans sa pre- 
mière acception, et que j'en aurai averti : sur quoi 
nbus pouvons remarquer que tout numérateur est 
un dividende, et que tout dénominateur est un 
diviseur. C'est ainsi que les dénominations rede«- 
vîefanent tantôt les mêmes, après avoir été diffé- 
rentes; et tantôt différentes, après avoir été les 
mêmes; artifice qui nous fait considérer les choses 
sous tous les points de vue possibles, et qui, d'i- 
dentité en identité, nous conduit de connaissance 
en coimaissance* Observons cet artifice; étudions- 
le, et nous deviendrons inventeurs. 

Iiorsque deux divisions à faire sont identiques ^ 
elles ont le même quotient , et ojd prend le quo- 
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tient de la division qui s'effectue, pour quotient 
de celle qui ne peut s'effectuer. 

Des que deux divisions à faire ont le même 
quotient lorsqu'elles Sont identiques, il s'ensuit 
qu'elles sont identii^ues lorsqu'elles ont le même 
quotient. Nous nous ai^surerons donc de leur iden- 
tité , lorsque nous saurons que le quotient est le 
même ; et nous nous assurerons que le quotient 
est le même, lorsque nous connaîtrons leur iden- 
tité. En un mot, l'une de ces identités étant connue^ 
l'autre le sera également ; et nous iron3 tantôt de 
l'identité des quotièns à l'identité des fractions, 
tantôt de l'identité des fractions à l'identitîé des 
quotièns. 

Des fractions sont toujours identiques lorsque^ 

telles que ^, 5^, ^, elles ont chacune le même 

nombre poiu* numérateur et pour dénominateur :, 
car cliaque nombre se contenant une fois , le quo^» 
tient est pour chacune l'unité. 

L'onité peut donc s'exprimer d'une infinité de 
manières, et il en ^ sera de même de tout autre 

nombre. Deux s'exprimera par-^, î^î^, z^, et 

JT ^ lin ' . deux ^ trois ' 

par toute autre fraction égale à deux\ ou qui a 
deuoé pour quotient. De même nous aurons trois 

égal à -^, :^, zr^» ^tc. Plus l'identité de ces ex- 

» om ' deux^. trois' 

pressions est sensible, plus elles nous seront utiles: 
ce sont des intermédiaires propres à nous faire 
passer d'une proposition où l'évidence s'aperçoit, 
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m 

à une proposition où elle ne s'aperçoit pas. Il est 
humiliant pour notxe amour-propre d'avoir besoin 
de ces portes de propositions ; mais nous rampons 
tous, et les essors que noUs croyons prendre quand 
nous nous flattons d'avoir du génie, sont comme 
ces rêves où nous nous voyons planant dan» les 
airs. 

Il en est de tout nombre rompu comme de tout 
nombre entier; il peut s'exprimer d'une infinité 

de manières. Par exemple , -^^ , -r^, ^^, ne sont 

* ' quatre' six ^ huit ' 

que différentes expressions de la firaction j^. Or, 
si on multiplie les deux termes de celle-ci par deux^ 

deux . . trob 

on aura — ^; par trois ^ on aura -^; par quatre ^ 
où aura ^Ç^.'Donc une fraction dont oh a multi- 

huit 

plié les deux termes par un même nombre, donne 
pour produit une firaction qui lui est idehtique ; 
ou, comme on s'exprime communément, on ne 
change point la valeur d'une firaction lorsqu'on 
en multiplie les deux termes par un même nom- 
bre. Alors, en effet, après comme avant la mul- 
tiplication, la firaction a toujours le même quotient. 
La multiplication en pareil cas ne produit donc 
de changement que dans l'expression des fractions : 
à une expression, elle en substitue une autre, 

deux I trois \ un •-v i 

^^, par exemple, ou ^ a —, On ne changera 

donc point la valeur d'une fi:*action, lorsqu'on en 
divisera les deux termes par un même nombre : 
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car la division ne pouvant que défaire ce que la 
multiplicatioua fait, elle se bornera à remettre les 
expressions simples à la place des expressions 

composées, ^ à la place de -^ ou de ^. En 

un mot, elle réduira les fractions aux termes dont 
>elles étaient formées avant la multiplication. Qu'on 
divise donc ou qu'on multiplie les deux termes 
d'une fraction par un même nombre, on n'en 
changera pas la valeur. 

Nous aurons souvent occasion de remarquer 
que l'identité qui ne s'aperçoit pas sous une ex- 
pression , peut s'apercevoir sous une autre ; et nous 
éprouverons combien il est utile de pouvoir expri- 
mer chaque quantité de plusieurs manières iden- 
tiques. Au i;este, il ne faudrait pas, en ne jugeant 
que d'après la forme, regarder, comme autant de 
fractions proprement dites, toutes les expressions 

que nous venons d'observer. -^ — , ^^. sont, à 

* deux ' deux ' ' 

proprement parler, des entiers; et il en est de 
même de toutes les expressions semblables , toutes 
les fois que la division indiquée peut s'effectuer. 
Il n'y a donc proprement de fraction que lorsque 
la division ne peut se faire ; ou , ce qui est la même 
chose, lorsque le numérateur étant. plus petit que 
le dénominateur, elle ne se fait qu'après avoir 
substitué au niunérateur un nombre plus grand. 
Cependant, comme toutes ces expressions se 
ressemblent par la forme , l'analogie nous autorise 
XVI. 5 
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à les comprendre toutes sous la même dénomina- 
tion, ou plutôt elle nous le prescrit : quelque dif- 
férence qu'il y ait entre les choses, nous leur 
devons donner le même nom., toutes les fois que 
nous les considérons par où elles 5e ressemblent. 
Je prendrai donc le laot fraction dans son accep- 
tion la plus générale, et ^^ sera une fraction 



deux 

comme 



q[aatre 

Après avoir, dans ce chapitre, considéré les 
fractions comme une chose connue de tout le 
monde , nous nous sommes bornés à observer les 
différentes manières, toutes identiques , dont elles 
peuvent s'exprimer, supposant que c'est assez de 
remarquer les différens langages que nous pouvons 
tenir à ce sujet. C'est assez en effet, puisque l'art 
de raisonner n'est que l'art de parler, et que la 
route qui conduit de découverte en découverte 
n'est qu'une trace d'expressions identiques. 






CHAPITRÉ VIII. 

Du calcul des fractions, lorsqu'elles sont exprilnëes avBc des 

noms. 

Fraction j addition, soustraction^ multiplica- 
tion , division ^sonl des notions qui nous §ont fami- 
lières et dans lesquelles nous devons trouver le 
calcul des fractions. Nous croyons l'ignorer, comme 
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nous croyons ne pas voir les choses que nous ne 
r^ardon^ pas : cependant. il ne tiendrait qu'à nous 
de regarder ce que nous, voyons, mais nous ne 
r^iardons rien, et voilà pourquoi nous Sommes 
en effet ignorans. 

* Une chose n'est pas. sous nos yeux , parce que 
nous la remarquons; mais nous la remarquons, 
parce qu'elle y est. Il en est de même de l'esprit ; 
U ne remarque que ce qu'il voit, ou il n'apprend 
qQ'en observant ce qu'il sait. Tpute la difficulté 
est donc d'observer ce que nous savons , et elle 
vient de ce que nous avons peu observé, ou de ce 
que nous avons observé sans règles. Faisons-nous 
une habitude d'observer mieux. 

Si à la fraction -^- le veux ajouter la fraction 

quatre *' ^ 



^ j'observe que cela signifie qu'au lieu de ne 
prendre qu'une partie d'un entier divisé par 

.. 111 nn pluA deux 

quatre ^^exL veux prendre une plus deux, — — ^7— 
ou -ïï^, en ajoutant l'un à l'autre les deux numé- 

quatre - "' 

^. 1 trois • . • deux ^^. 

lateurs. Si de ^^^ je veux soustraire ^j^je sous- 

_ . . ^ «9^ * trois moins deax an 

tous deux de trois, et j écris — -^^ — ou ■^^, 

L'addition et la soustraction ne souffrent donc 
aucune difficulté, lorsque les fractions sont au 
même dépominatein*. Donc, si elles n'y sont pas, 
il faudra les y réduire. Or comment se fera cette 
réduction ? Observons. '. • 

» _ . trois tm 

Soient les frétions ^j^j;; et jj^; vous voyez que 
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nous les réduirons au même dénominateur, si nous 
leur snbstituonsdeux fractionsidentiquesqui aient 
chacune pour dénominateur huU^ produit de qua- 
ire par deux. Or, premièrement elles auront 
chacune ce produit pour dénominateur, si nous 
multiplions les deux termes de la juremière par 
deux y et les deux de la seconde par ^ttolr?; et, en 
second lieu, nous substituerons à chacune une 
fraction identique, puisque les deux termes de 
chacune auront été multipliés par un même nofn- 
bre. Il n'y a là rien que nous ne sachions : c'est 
ce que nous venons d'apprendre dans le dernier 
chapitre. 

En multipliant donc par deux les deux termes 



trois 



de la fraction — -—9 nous lui substituons la frac- 

tion identique ^9 et en multipliant par quatre les 
deux termes de la fraction ^^ nous lui substi- 

tuons la fraction identique 5^^ Alors, si à ^ 

•^ . • ■- qiutre •% • dix 

je veux ajouter —^ , j aurai pour somme j^, ou 



"" P^"* -h^ î «*' s» de ^ je veux soustraire ^ , 
J aurai pour reste -rr-. 

On comprend facilement que si on avait à opé- 
rer sur un plus grand nombre de fractions, on les 
réduirait de la même manière au même dénomi- 
nateur. On comprend encore que, lorsque les 
nombfés qu'on veut additionner ou soustraire sont 
d'un côté des fractions et de l'autre des entiers, il 
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n'y aura qu'à donner à ceux-ci i'unité pour déno- 
minateur, et les traiter comme des firactions : on 

écrira , par exemple , -^ , ^^ ; et en les réduisant 

au même dénominateur, on leur substituera -^^ 

douze 
trois 

On remarquera qu'en additionnant ou sous- 
trayant des fractions , on n'opère proprement que 
sur les -numérateurs. Il en est de même lorsqu'on 
les multiplie ou qu'on les divise , puisque la mul- 
tiplication est ime addition, et la division une 
soustraction. 

Cependant ces opérations peuvent quelquefois 
se £sdre de deux manières, l'une directe, en opé- 
rant sur les numér|teurs, l'autre indirecte, «n 
<^rant sur les dénominateurs. Soit, par exemple, 

à multiplier par deux , j'aurai ^^ pour pro- 
duit du numérateur A;^;^ par dez^x. Mais si, au lieu 
de multiplier le numérateur, je divisais par deux 
le dénominateur douze ^ j'aurais le même produit 

dans la fraction -?^; car il est évident que prendre 

seize douzièmes d'un entier, ou en prendre huit 
sixièmes, c'est la même chose. 

Il en est de même de la division. Je puis diviser 
par deux le numérateur huit^ ce qui me donnera 

pour quotient y^; et je puis multiplier par deux 
le dénominateur douze ^ ce qui me donnera pour 

quotient -: — - — . Or j'ai le même quotient indir 

* vmgtrqnatre ^ * 



un 
trois 
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que SOUS ces deuxtexpressions^qui, étant réduites 

auxtermes les plus simples,deyi6nnent chacun 

Le résultat est donc le même dans la multipli- 
cation et dans la division, soit qu'on change la 
valeur du numérateur en opérant directement sur 
lui y soit qij'on la change en opérant indirectement, 
c'est-à-dire en opérant sur le dénominateur. Cette 
observation, qui nous fait distinguer des opérations 
directes et des opérations indirectes , va nous ap- 
prendre à multiplier et à diviser des fractions de 
toutes espèces.^ 

Soit 5^ à multiplier par ^ : la multiplication 

cinq r JT trois * 

du numérateur quatre par le numérateur deux 

donne -^; produit trois foi* trop grand, puisque 

je multiplie par deux entiers, et je ne devais mul- 
tiplier que par deux tiers. Il faut donc diviser par 

trois la fraction ^. Mais, parce que je r\e puis pas 

faire cette division directement sur le numéra- 
teur, je la fais indirectement en multipliant le dé- 
nominateur par trois , et j'ai -^^ pour produit de 

quatre i.* i* r deox 

-^ — multiplie par — -r. 

cinq r^ J^ trois 

Il faut donc deux opérations pour trouver un 
pareil produit. L'une multiplie les numérateurs 
l'un par l'autre , et c'est une vraie multiplication : 
l'autre multiplie l'un par l'autre les dénomina- 
teurs , c'est proprement une division ; car elle di- 
vise le produit donné par la première opération. 
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et elle défait ce que la multiplication a £siit de trop. 
On prévoit que la division demandera également 
deux opérations. 

Soit la fraction ^^ à diviser par ^^; je ne 

puis pas faire directement la division de quatre 
par huit, mais je la puis JÊaire indirectement, 
en multipliant par huit le dénominateur un^ 

et cette opération donne ^^. Ce quotient est 

neuf fois trop petit , parce que huit est neuf fois 
trop grand : car ce n'est pas par huit que je devais 

diviser, mais par j^. Or ce que j'ai fait de trop 

peu en multipliant le dénominateur ,un par huiij 
j'y supplée en multipliant le numérateur quatre 

par neu/j et je trouve *^^^ pour quotient exact 
de -=^ — à diviser par — ^ 

un • r neoT 

• Vous voyez que dans la division, au lieu de 
multiplier, comme dans la multiplication , numé- 
rateur par numérateur, et dénominateur par dé- 
nominateur, il faut multiplier en croix, numé- 
rateur par dénominateur, et dénominateur par 
numérateur. Cepends^nt, si vous considérez que 
la division est l'inverse de la multiplication, voqs 
jugerez que, pour opérer dans l'une de la même 
manière que dans l'autre, vous n'avez qu'à ren- 
verser la fraction diviseur. Si , par exemple, vous 

1 1* • trois on , . trois deux 

voulez diviser ^^ par ^^, vous écrirez ^|;^, -;^, 
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et vous diviserez eu multipliant numéiateur par 
numérateur^ et dénonoinatçur par dénominateur. 

Car -^^ à diviser par ^ , est la même chose que 

quatre ^ denx^ * 

oiiAtre 1 1j* 1* un 

^—7- à multiplier par ^ — . 

troia i JT deux 

En divisant les deux termes du quotient - j^^^ ■■ 
par quatre, nous lui substituerons ^^ qui devien- 
dra quatre plus ^^, et nous aurons réduit ce quo- 
tient à l'expression la plus simple, 
j Cette réduction est fondée sur ce qu'on ne 
change point la valeur d'une fraction lorsqu'on 
en' multiplie ou qu'oii en divise les deux termes 
par un même nombre : vérité dont nous allons 
donn^er une nouvelle démonstration. 

. On ne change point la valeur d'un nombre 
lorsqu'on le niultiplie ou qu'on le divise par l'u- 
nité. Donc on ne changera pas la valeur d'une 
fraction en multipliant ou divisant les deux ter- 
mes par un même nombre, si les multiplier ou 
les diviser de la sorte , c'est multiplier ou diviser 
la fraction par l'ùnitë. Mais multiplier ou diviser 
les deux tenues d'une fraction par un même nom- 
brèj c'est multiplier ou diviser cette fraction par 
une autre fraction qui a le même nombre pour 
numérateur et pour dénominateur, par une frac- 
tion telle que ^, J^, égale à l'unité : c'est donc 

multiplier ou diviser par l'unité même. Pe pareilles 
multiplications et de pareilles divisions changent 
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l'expression du tnultiplicande et du dividende. 
Sans en changer la valeur; et, sous, différentes 
formes, la fraction multipliée ou divisée est tou- 
jours la même. 

J'ai dit que nous trouverions des divisions qui 
donneraient un quotient plus grand que le divi- 
dende; et c'est ce qui arrive toutes les fois que le 
numérateur de la fraction diviseur est plus petit 

-» 1 r • . Quatre « >• • huit 

que le dénominateur. ^ — , a diviser par ^jj^, a 
pour quotient quatre plus ^, quantité plus 
grande que le dividende 3^. 

En pareil cas , la multiplication donne un produit 
plus petit que le multiplicande. -^4— , par exemple, 
multiplié par -^, donne ^^^ produit plus petit 



quatre 



quatre ' Tingt 



que^^ — On juge en conséquence que , si on ne veut 



cinq 



pas tout confondre , il faut se borner, comme j'ai 
Élit, à ne voir dans la multiplication et dans la di- 
vision, que des opérations mécaniques, c'est-à-dire 
que, sans égard pour ce qui résulte de l'une ou 
de l'autre', il ne faut considérer que ce qu'on fait 
quand on multiplie ou qu'on divise. 

Dès lors on reconnaîtra que nous devons con- 
server,, par extension, le nom de produit au ré- 
sultat de toute multiplication , et celui de quotient 
au résultat de toute division. En effet, lorsque ces 
résultats sont plus petits que le multiplicande, ou 
plus grands que le dividende, ils sont encore, dans 
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le même' sçns que l'unité est un nombre, des pro- 
duits ou des quotiens. Si on voulait ici changer de 
langage, on brouillerait -tout, et on deviendrait 
inintelligible à force de distinctions. 

Oii conçoit que la formation des puissances et 
l'extraction des racines ont lieu avec les fractions 
comme avec les entiers. Mais l'opération est plus 
longue, parce qu'après l'avoir faite sur le numé- 
rateur, il la faut répéter sur le dénominateur : car 

élever au carré la fraction -^, c'est multiplier 

quatre ' * 

deux denx 



denx . • j quatre . . • i 

^ par — T-j ce qm donne ^ — : et extraure la 

quatre t quatre^ *■ seize ' 

racine carrée de SîîBî c'est extraire celle de quatre 

seize ' * 

et celle de seize. 

Nous remarquerons enfin, dans les nombres 
rompus, l'inverse de ce que nous avons remarqué 
dans les nombres entiers. Ceux-ci croissent, quand 
on les élève à différentes puissances, deux^quatre^ 

T». . ..TJ' • ». ™^ quatre un 

huit y et ceux-la décroissent ^ — , - — , rr-r. 

^ deux' un ' huit 



CHAPITRE IX. 

Notions générales de ce qu'on nomme raison^ proportion , 

progression. 

Ces nouvelles notions ne peuvent être que de 
nouvelles dénominations pour considérer, sous 



DES CALCULS. 'jS 

de nouvelles vues, les nojdons que nous avions 
auparavant. Elles doivent donc se trouver dans 
ce que nous avons appris. 

Lorsque, par une comparaison j on a découvert 
la différence qui est entre deux nombres, on 
peut, par une autre comparaison, découvrir la 
différence qui est entre deux autres; et, ces dif- 
férences étant connues, on les peut cçmparer 
entre elles. Ayant vu , par exemple , d'un coté la 
différence qui est entre an et deux ^ et de l'autre, 
celle qui est entrje trois et' quatre j je puis re- 
marquer qu'entre les deux demiçrs nombres, 
la différence est la même qu'entre les deux 
premiers. 

Ces différences, comparées entre elles, sont 
des rapports qu'on nomme plus particulièrement 
raison y et on dit que la raison d'un à deux est 
la même que de trois ^ à quatre , ou qu'un est à 
deux comme trois à quatre. Or quatre nombres , 
ainsi comparés, forment ce qu'on nomme une 
proportion. 

Une proportion est donc composée de deux 
membres : l'un exprime la raison qui est entre 
les deux premiers nombres, entre uneVdeux; 
l'autre exprime la raison qui est entre les deux 
derniers, entre trois et quatre. 

Quand on aune proportion , on peut renverser 
chaque membre , et alors on fait une proportion 
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qui est l'inverse de la première. Deux est à un 
comme quatre à trois , est llnverse de un est à 
deux comme trois à quatre. 

Si je disais un est à deux en raison de quatre 
à trois ^ je ne renverserais qu'un des deux mem- 
bres, et je ferais une proportion fausse : mais je 
la rendrai vraie, si je remarque que la raispn est 
inverse, et que je dise, un est à deux en raison 
inverse de quatre à trois. 

La raison inverse a donc lieu, toutes les fois 
que, dans un membre, Tordre des nombres est 
le renversement de l'ordre des nombres dans 
l'autre' membre. Quand la raison n'est pas in* 
verse , on la nomme directe ou simplement raison: 
car toutes les fois qu'on ne dit pas qu'elle est in- 
' verse , elle est supposée directe. - 

: Des deux nombres qui forment chaque membre , 
le premier se nomme antécédent ^ et le second, 
conséquent. Il y a donc dans une proportion deux 
antécédens et deux conséquens. Un est à deux 
comme trois à quatre a pour antécédens un et 
trois ^ et pour conséquens deux et quatre. 

Mais une proportion pourrait n'être formée 
que de trois nombres, telle est un est à deux 
comme deux à trois ^ où deux y commun à l'un et 
l'autre membre, est tout à la fois premier con- 
séquent et second antécédent. Les deux mem- 
bres se lient donc l'un à l'autre dans ce nombre 
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commun ; en conséquence du continu qui en ré- 
sulte, ces sortes de proportions ont été nommées 
proportions continues. 

Dans toute proportion continue , le premier 
terme est donc avec le second, comme le second 
avec le troisième; par cette raison, le second 
terme est nommé moyen proportionnel. 

Lorsqu'on a fait cette proportion continue^ ufi 
est à deux comme deux à trois , rien tfempéche 
qu'on ne fasse encore celle-ci , trois est à quatre 
comme quatre à cinq, et on aura le continu un 
est à deux comme deux à trois, comme trois à 
quatre; à quoi on pourrait ajouter comme quatre 
à cinq y comme cinq à six^ etc. On remarquerait 
donc que la suite dont se forme la numération est 
un continu dont la raison est d'un terme à l'autre 
l'unité. Or un pareil continu est ce qu'on nomme 
progression y et on nomme moyens proportionnels 
tous les termes qui se trouvent entre deux termes 
donnés; deux^ trois, quatre, par exemple, sont 
des moyens proportionnels entre un et cinq. 

La suite que donne la 'dénumération , est l'in- 
verse de celle que donne la numération. L'une 
se nonune progression croissante, parce que les 
termes y croissent en même raison.; et parce que 
dans l'autre ils décroissent en même raison, elle 
se nomme progression décroissante. 

Si , dans la numération et dans la dénuméia- 
tion^ la raison entre deux nombres consiste dans 
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runité, dans l'addition et dans la soustraction, 
elle consistera dans plusieurs unités, et on fera 
des proportions et des progressions, qui auront 
pour raison deux y trois ^ quatre^ ou tout autre 
nombre. La proportion, par exemple, deux est 
à six comme huit à douze, a quatre pour raison 
ou pour différence. 

Mais dans la multiplication et dans la division, 
il y a autre chose à remarquer. Car, si on trouve la 
différence en soustrayant, on trouve le quotient 
ou la raison en divisant; et le quotient prend ici 
le nom de raison , parce qu'il est le rapport du 
contenu au contenant , ou du contenant au con* 
tenu. Par exemple, deux est à quatre comme huit 
à seize ^ signifie que deux est contenu deux fais 
dans quatre j comme huit AdiUS seize ^ ou que deux 
contient la moitié de quatre, comme huit la 
moitié de seize. 

Lorsque la raison est la même chose que la dif- 
férence, on la nomme arithmétique; et on la 
nomme géométrique lorsqu'elle est la même chose 
que le quotient. Or , dès que nous distinguons 
deux sortes déraisons, nous distinguerons con- 
séquemment deux sortes de proportions et de 
progressions. 

Nous avons une proportion arithmétique dans 
quatre est à huit^ comme dix à quatorze^ et une 
progression dans quatre est à huit comme huit à 
douze ^ comme douze à seize , comme seize à vingt; 
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ici la soustraction donne quatre pour raison arith- 
métique ou pour différence. 

Quatre est à huit comme huit à seize ^ est une 
proportion géométrique; et, si nous ajoutons 
comme seize à trente-deux, comme trente-deux à 
soixante-quatre f nous aurons une progression de 
même nom. 

Pour trouver la raison d'une pareille suite , on 
voit qu'il est indifférent de diviser l'antécédent 
par le conséquent , çu le conséquent par l'anté- 
cédent : car si , dans un cas , on a le rapport du 
contenu au contenant , dans l'autre , on aura le 
rapport du contenant au contenu, et ces deux 
rapports ne sont au fond qu'une même raison ex- 
primée différemment.^^, par exemple, donnera 



huit 
mi . huit 



pour raison ^ — ; et — --, qui est le renversement 

* cusux' quatre^ * 



j <}iuitre j deux • • *. u* 

de ^jîj-> donnera -jj-, expression qui est 1 inverse 



de ^^. Au reste, quoique la raison soit également 

dans ces deux expressions, on jugera sans doute 
qu'il ne faudrait pas employer indifféremment 
tantôt l'une , tantôt l'autre , et qu'il faudra nous 
décider pour l'yne des deux. 

A quelques mots près , nous avons pris ce cha- 
pitre dans les précédens. Nous avons réfléchi silr 
les idées que nous nous étions faites, nous les 
avons coiftidérées sous de nouvelles vues, et nous 
leur avons donné de nouvelles dénominations. 
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Remarquez que les proportions que vous ne con- 
naissiez pas, sont la même chose que les fractions 

que vous connaissiez. Vous saviez que -^ est égal 

à -^ , ou que le quotient de l'une de ces fractions 

seize' A T. 

est le même que celui de l'autre. Quand donc on 
nomme ce quotient raison , vous voyez dans ce 
que vous savez que la raison de deux à quatre est 
la même que celle de huit à seize. Lorsque nous 
observions les fractions , nous avons vu des nu- 
mérateurs dans les dividendes qui nous étaient 
connus, et des dénominateurs dans les diviseurs ; 
actuellement que nous observons les proportions, 
nous voyons des antécédens dans des numéra- 
teurs, et des conséquens dans des dénominateurs. 
Nous n'allons donc de connaissances en connais- 
sances , que parce que nous allons de dénomi- 
pation en dénomination. On ne saurait trop 
remarquer cet artifice , parce qu'on ne saurait se 
le rendre trop familier. 

Au reste , pour traiter à fond des proportions 
et des progressions , il nous faudra d'autres mots 
encore; mais, pour le présent, ceux-là noiis suf- 
fisent. Nous serons toujours à te^ips d'apprendre 
ceux dont nous aurons besoin. On n'oublie pas les 
niots dont on se sert, à mesure qu'on les apprend • 
et , si on se presse trop d'en charger sa mémoire , 
on ne les sait plus , quand on en veut fiiire usage. 
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CHAPITRE X. 

Des proportions et des progressions arithmétiques avec les 

noms. 

On a pu remarquer plus d'unQ fois dans les cha- 
pitres précédens, que les calculs ne se font pas 
sans contention avec les longues phrases de nos 
langues. On conçoit même, et chacun peut l'éprou- 
ver, qu'ils deviendront d'autant plus difficiles, 
qu'ils se compliqueront davantage, et qu'enfin il 
y en aura qui nousi seront tout-à-fait impossibles. 
Aussi n'ai- je d'autre dçssein, en vous faisant ç^l- 
culer avec des noms , que de vous préparer à 
inventer des signes plus commodes. 

Cette contention, qui vient uniquement de la 
longueur de nos phrases de mots , a fait croire 
que le calcul avec ces phrases est toute autre chose 
que le calcul avec des phrases de signes plus sim- 
ples; et on a cru calculer de tête^ quand on a 
calculé sans le secoiœs de l'arithmétique et de 
l'algèbre. Mais je doute qu'on sache ce qu'on veut 
dire. En effet le calcul ne se peut faire sans signes: 
s'il ne se fait ni avec des chiffres, ni avec des 
lettres , iî%e fait avec des noms ou avec les doigts. 
Or quels que soient les signes , on ne calcule pas 
plus de tête avec les uns qu'avec les autres, ou on 
xvf. 6 
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calcule également de tête avec tous. C'est toujours 
la tête seule qui £iit les raisonnemens : mais elle 
les Élit avec plus ou moins de facilité, suivant les 
moyens ou leviers dont elle s'aide et dont elle ne 
peut se passer. 

Or nous n'avons tant de peine à calculer avec 
des phrases de mots, que parce qu'elles exigent, 
de la part de la mémoire, des efforts continuels; 
et ces efforts pour retenir des signes qui sont tou- 
jours au moment de nous échapper, sont ce qu'on 
prend pour un calcul de tête. Cependant cela ne 
prouve pas que nous calculons sans signes : cela 
prouve seulement que nos langues sont peu pro- 
pres au calcul ; et c'est ce qu'il fallait remarquer 
avant de chercher d'autres moyens, ou plutôt 
pour nous rendre capables d'en inventer. Lors- 
que nous aurons observé ce que nous pouvons 
faire avec nos langues, ce que nous ne pouvons 
paà , ou ce que nous ne pouvons que difficilement, 
alors nous saurons ce que nous aurons à faire 
pour substituer aux mots des signés plus'simplea. 
Nous remarquerons qu'il faut nécessairement de 
la mémoire, lorsque, dans le discours, un rai- 
sonnement se développe par une longue suite de 
signes successifs; et qu'il n'en faudrait point, si 
ce même ^isonnement se développait dans des 
signes permaneiis , qui le mettraient tout entier 
sous les yeux. Voilà ce qu'il faut chercher , et ce 
que nous trouverons dans l'algèbre. Je me pro- 
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pose d'arriver à cette découverte , en continuant 
de décomposer nos phrases et de les abréger au- 
tant qu'il sera possible. En observant comment 
nous pourrions calculer plus facilement avec nos 
langues , nous devons trouver la langue la plus 
propre au calcul : c'est ainsi que la nature a con- 
duit à cette découverte. 

Les. proportions et les progressions ont des 
propriétés qu'il faut absolument connaître. Ce^ 
pendant tiôui» né les observerons pas encore dans 
toutes lés conséquepces , parce que nous nous 
CTobarràssérions dans de trop longues phrases. 

J'écrirai une proportion arithmétique, comme 
on le Voit ici : cinq . huit : neuf, douze. 

Deux raisons égales forment une proportion : 
c'est iaiiisi qu'on est dans l'usage de s'exprimer ; 
et, en conséquence , on dit que la raison de cinq 
à huU est égale à la raiton de neufk doùzei Parce 
qu'il j a deux membres dans une ptoportioh , 
oti éSt porté à distinguer deux raisons; et, parce 
que l'une de ces raisons n'est pas plus grande 
que l'autre , on dit qu'elles sont égales. C'est là , 
en efiFet , ce qui constitue une pri^ortion : mais 
ce laiigage ne me paraît pas assez exact. Car la 
distinction de deux choses égales semble suppo- 
ser deux choses qui , quoique égaies , sont diffé- 
rentes ; et cependant les deux raisons ne sont ^ 
qu'une seule et même quantité. *îe voudrais donc 
que, pour s'accoutumer à sentir cette identité, on 
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se fît une habitude de dire : la raison du premier 
au second terme est la même que la raison du 
troisième au quatrième , ou le premier terme est 
au second dans la même raison que le troisième 
au quatrième. ' . 

Au lieu de cinq • huit : neiif'. douze ^ je .puis 
écrire : cinq^ dinqplus trois : neuf, neuf plus trois y 
que j'énoncerai cinq est à cinq plus trois ^ dans la 
même raison que neuf est à neuf plus trois. 11 est 
évident qu'après ce changement la proportion 
est encore la même , puisque je n'ai £aiit que subs- 
tituer des expressions identiques, cinq plus trois 
à huit y neiffplus trois à douze. 

Or, si nous faisons la somme des extrêmes, 
nous aurons cinq plus neuf plus trois^ et si nous 
Élisons, celle des moyens, nous aurons cinq plus 
trois plus neuf. La somme des extréme^^est donc 
la même que celle dies moyens , et cette identité 
est si sensible , qu'elle se montre jusque dans les 
mots. Yoilà la première propriété dc^s proportions 
arithmétiques. -, 

Mais, dira-t-on, ce qui est démontré d'une 
proportion , n'^t pas démontré de toutes : car on 
ne peut pas conclure du particulier au général. 
. Je réponds que ce principe n'est pas aussi in- 
contestable qu'on le suppose , et que les géo- 
mètres, lorsqu'ils l'ont établi, ont eux-mêmes 
conclu du particulier au général. 

En effet, parce qu'on a vu qu'on raisonne mal, 
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lorsque, d'un cas particulier , on tire une conclu- 
sion générale qui renferme des cas tous différens, 
on s'est hâté de Rejeter toutes les démonstrations 
où l'on conclut du particulier au général; et on 
n'a pas remarqué qu'il n'y a point de défaut dans 
une démonstration , lorsque dans une conclusion 
générale, on ne comprend que des cas parfaite- 
ment semblables à celui qui a été énoncé dans 
une proposition particulière. Cependant il est 
évident qu'alors ce qui a été démontré pour un 
cas est démontré pour tous ; il est même évident 
que nous sommes forcés de conclure du particu- 
lier au général , puisque les vérités générales ne 
sont pas les premières qui viennent à notre con- 
naissance. Une propriété qui constitue une pro- 
portion arithmétique est donc une propriété qui 
les constitue toutes; autrement il faudrait sup- 
poser qu'il y a des proportions arithmétiques qui 
ne sont pas des proportions arithmétiques. 

Au reste , qu'est-ce qu'une démonstration gé- 
nérale? C'est une démonstratioa où ce qu'on a 
dit dans un cas particulier, on le répète avec des 
expressions générales qui embrassent tous les cas ; 
et certainement nous ne verrions pas que les ex- 
pressions générales démontrent , si nous n'avions 
pas vu que les expressions particulières ont dé- 
montré. Mais démontrons d'une manière géné- 
rale, que, dans toute proportion arithmétique, la 
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sopune des extrêmes est la même que la spmmç 
des moyens. 

Dans les deux membres d'une proportion arith- 
métique, la raison peut être considérée comme 
l'excès du plus grand nombre sur le plus petit, 
ou comme la différence de Tun à l'autre ; car ici 
les mots excès y différences raison y signifient au 
fond la même chose. 

Or, si du plus grand on retranche l'excès, oii 
si on ajoute cet excès aii plus petit, les deux 
nombres, dans l'un et l'autre cas,. seront égaux, 
ou le même nombre. Cette proposition est évi- 
dente à quiconque connaît la valeur des termes. 
Elle ne le sera pas moins, si au mot excès on 
substitue celui de différence, qui est le terme 
propre quand on parle des raisons arithmétiques. 
Certainement on n'a pas besoin de démontrei; 
que de deux nombres, le petit plus la différence 
est égal au grand, et que le grand moins la diffé- 
rence est égal au petit. 

Actuellement on peut distinguer deux cas : ou 
l'antécédent est plus grapd que le conséquent , 
ou le conséquent est plus grand que l'antécédent. 

Si l'antécédent est plus grand , le premier terme 
moins la différence sera le même que le second , 
et le troisième moins la différence sera le même 
que le quatrième. 

Si l'antécédent est plus petit , le premier terme 
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plus la difiérence sera le même que le second , 
et le troisième plus la différence sera le même 
que le quatrième. 

Enfin , pour renfermer ces deux propositions 
en une , nous- dirons que , dans toute proportion 
arithmétique, le premier terme plus ou moins la 
différence, est le même que le second, et que le 
troisième plus ou moins la différence, est le même 
qae le quatrième. 

Les expressions particulières nous ayant con- 
duits il ces expressions générales, nous pouvons 
substituer au quatrième terme , le troisième plus 
ou moins la différence; et alors nous aurons 
pour la somme des extrêmes , le premier plus le 
troisième plus ou moins la différence. Nous pou- 
vons également substituer au second, le premier 
plus ou moins la différence ; et alors nous aurons 
pour la somme des moyens le premier plus ou 
moins la différence plus le troisième^Ov ces deux 
scmunes sont évidemment égales ou la nAcie, 
puisque l'identité se montre encore jusque dans 
les mots. 

Vous voyez dans cette démonstration, com- 
ment Part de démontrer consiste uniquement à 
substituer une expression identique à une ex- 
pression identique, jusqu'à ce qu'on arrive à une 
expression qui fasse voir l'identité dans une pro- 
position où on ne la voyait pas ; et vous vous 
confirmez que vous n'arrivez à une chose que 
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VOUS ne savez pas , que parce que cette chose est 
la ménie qu'une antre que vous saviez. 

La propriété que nous venons de trouver dans 
les proportions arithmétiques étant connue, il 
sera facile , lorsque de quatre termes nous n'en 
connaîtrons que trois , de découvrir le quatrième. 
Par exemple, si c'est un des extrêmes, nous ad- 
ditionnerons les deux moyens , nous soustrairons 
de la sommé l'extrême que nous connaissons ; et 
le reste, que nous donnera cette soustraction, 
sera le terme qui était à trouver. Soient deux . 
cinq . six les trois termes connus ; la somme de 
cinq ajouté à six est onze , d'où ayant soustrait 
deux^ reste 7^e^{/'pour quatrième terme. 

Une proportion continue s'écrit -f un trois . 
cinq. \. cinq . trois . un; et une progression s'é- 
crit de la même manière. 

Un . trois . cinq . sept, neuf . onze. 
Onze m neuf . sept . cinq . trois . un. 

Sot quoi nous remarquerons qu'une propor- 
tion continue est proprement une progression 
qui n'a que trois termes; et qu'une progression 
est une proportion continue qui en a plus de trois. 

De |)areilles suites ne sont donc des progres- 
sions arithmétiques, que parce que, d'un terme 
à l'autre, la différence est successivement- la 
même. Elle est de plus , si la progression est 
croissante , elle est de moins , si la progression 
est: décroissante. 
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Le second terme est donc le même que le 
premier plus ou moins une fois la différence : le 
troisième est donc le même ijue le premier plus 
ou moins deux -fois la différence : le quatrième 
est donc le même que le premier plus ou moins 
trois fois la différence. Enfin, le dernier est le 
même que le premier plus ou moins autant de 
£3is la dijOférence moins une que la progression 
a de termes; et par conséquent on connaîtra le 
dernier, si on connaît le premier, la différence 
et le nombre des termes. 

Oir il y a cinq choses dans une pareille pro- 
gression, le premier terme, le dernier, le nombre 
des termes, la différence et la somme de tous les 
termes ; et il est facile de comprendre comment 
trois de ces choses étant connues, on peut dé- 
couvrir les deux autres. 

Si, la différence étant deux et le premier terme 
un, on nous proposait de découvrir le sixième, 
nous dirions : le sixième est le même que le pre- 
mier plus la différence deux multipliée par six 
moins un, par cinq; donc le dernier terme est un 
plus cinq multiphé parWez^o:, ou un plus dix^ onze. 

En conséquence, on voit que si le premier 
terme était l'inconnu , on le trouverait^également; 
car, sachant que le dernier terme onze est le 
premier plus le produit de cinq multiplié par 
deuxj nous trouverons un , lorsque de onze nous 
aurons soustrait dix produit 4p la différence par 
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le nombre des termes moins un , ou produit de 
deux par cinq. 

Soit le nombre des termes sisCy et les deux ex- 
trémes un et onze. Pour trouver la différence, 
nous dirons : puisque le dernier terme est le 
même que le premier un plus la difSérence mul- 
tipliée par cinq; nous trouyerons la différence, 
éi, après avoir retranché un de onze, pous divi- 
sons par cinq le reste dix. En effet cette divisicm 
donne deoûn. 

Mais , puisqu'en divisant par le nombre des 
termes moins un, on trouve la différence, on 
conçoit qu'en divisant par la différence, on trou- 
vera le nombre des termes moins un. * 

Il notis reste à découvrir comment les deux 
extrêmes et le nombre des termes étant donnés , 
on peut trouver la somme d'une progression 
arithmétique : c'est la dernière chose que nous 
avons disthiguée. Observons d'abord une propor- 
tion de quatre termes. 

Dans une pareille proportion, la somme des 
extrêmes est la même que la somme des moyens. 
Donc la somme de cette proportion est deux fois 
la somme des extrêmes. Mais deux est la moitié 
du nombre des termes : donc la somme de cette 
proportion est la somme des extrêmes multipliée 
par la moitié du nombre *des termes. Gela est 
évident d'une proportion qui a quatre termes. 
Observons une prçportion continue. 
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Dans celle-ci y le terme moyen est la moitié de 
la somme des deux autres. Donc je puis me te^ 
présenter la somme des trois par trois fois la 
moitié de la ^omme des extrêmes. Mab dire que 
la somme des trois termes est trois fois la moitié 
dfi la somme des extrémes>c'est dire que la somme 
de 1^ prop<»tioa est la moitié de la somme des 
ex^trémes multipliée par le nombre des termes:, 
ou,, ce qui revient au méme,.<pie la somme de la 
proportion esit la somme des extrêmes multipliée 
par la moitié da nombredes termes. 

Or une proportion conitinue est une progrès^ 
siopL de trois termes , et ce qui est démontré d'une 
progression ^t démontré de toutes,, quel qtie 
soit le nombre des ternes; puisque -d'un terme à 
rautre la différence est toujours la même,.puisr 
que d'un terme à l'autre la progression suit tou- 
jours la même loi. 

Donc la somme de toute progression aritlrîné- 
tique est le produit de la somme des^ extrêmes 
multipliée par la moitjbédu nombre des termes. 

Qu'on décompose la prc^ession 

Un • trois^^ cinq ., sept • neuf, onze y 
et qu'on fasse les deux progressons . 
Un . trois . cinq 7 sept . neuf. onze. 

Puisque la progression totale est composée 
des mêmes termes que les deux progressions par- 
tielles , il est évident que la somme des deux pro- 
gressions partielles est la même que la somme de 
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la progression totale. Donc la somme de toute 
progression , quel que soit le nombre dès termes, 
est le produit de la somme des extrêmes par la 
moitié de ce nombre. 

Dans tout ce que nous venons de découvrir 
sur les proportions et sur les progressions arith- 
métiques, vous voyez sensiblement que vous 
n'êtes allé du connu à l'inconnu, que parce que 
ce que vous ne saviez pas est la même chose que 
ce que vous saviez. Je me répète, afin que vous 
répétiez vous-même cette observation. Il vous 
importe de vous la rendre familière, et par con- 
^ séquent de ne la point laisser échapper, surtout 
dans les commencemens. Songez que vous n'irez 
de connaissance en connaissance avec facilité, 
qu'autant que vous saurez comment vous y allez, 
et que vous le saurez de manière que vous y al- 
liez naturellement. Vous ne sauriez donc trop, 
vous répéter ce que vous voulez apprendre à 
£ûre : il faut vous le répéter , jusqu'à ce que vous 
le fassiez comme par instinct et avant de vous le 
dire. C'est alors que vous serez capable de sim- 
plifier, et vous sentez combien vous avez besoin 
d'une méthode simple. 



\ 
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CHAPITRE XL 

Des proportions et des progressions géométriques avec les 

noms. 

Si, pour apprendre une langue que j'ignore, 
je Fétudiais dans des ouvrages qui traiteraient 
des choses que je n'entends pas , j'aurais à étudier 
tout à la £3is et les choses et la langue; double 
travail qui certainement ne me ferait pas faire 
. des progrès bien rapides. Il ,n'en sera pas de même, 
si je choisis des ouvrages qui ne traitent que des 
choses que je sais, ou si j'étudie dans la langue 
qui m'est familière. 

Commençons comme les inventeurs ont été 
forcés de commencer; et nous découvrirons, 
comme eux , ce qu'ils ont. découvert. Or ce n'est 
pas avec des chiffres qu'ils ont commencé r c'est 
avec leurs doigts et avec des n(»ns ; et \ c'est en 
observant cette -manière grossière de compter^ 
qu'ils ont trouvé des méthodes plus parfaites. . . . 

Lors donc qu'ils ont imaginé des chiffras , c'é- 
tait pour faire ce qu'ils savaient faire auparavant; 
c'était pour dire avec ces nouveaux signes ce 
qu'ils savaient dire avec d'autres. En un mot, on 
savait les choses , et on n'avait qu'une nouvelle 
langue à apprendre. Voilà pourquoi je commence 
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par vous Étire calculer avec des noms : je veux 
vous préparer à la langue qui est proprement 
celle des calculs; je veux vous la faire trouver. 

Toutes les fois qu'on parle de raison , propor- 
tion, progression, on entend qu'elles sont géo* 
métriques : ainsi voilà un mot que nous aurons 
de moins dans nos phrases. 

Afin d'abréger encore , et de nous accoutumer 
peu à peu à des signes qui deviendront néces- 
saires, j'exprimerai d^ormsâs plus pat + , tncftns 
par — , la niuttipUcation indiquée par x , la di- 
vision indiquée par : , enfin l'égalité ou l'iden- 
tité par ==. 

Deux X ^{^afr^r^/Sti/ÂPsignifièra que e2éa^, mul- 
tiplié par quatre , est égal à huà; six -I- trois — 
deux = sept^ signifiera que six plus trois taoiaè 

deux est égal à sept; et deux : ^^ = iîeux x -^ 

z=z quatre, signifiera que deux divisé par ^ , est 

^al à deux multiplié par — , égal à quatre. 

Quand j'exprime la. division indiquée par deux 
points^ c'est afin d'éviter d'écrire deis fractions les 
unes au-dessous des autres, ce qui ferait quelque 

confusion. Je pourrais écrire, par exempte, -^^ 



va 
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mais je préfère;^ ' ^i ^^ po"r rappeler com- 
ment cette division se feit, j'ajoute =^ X 3^. 
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Uuediyision indiquée est au fond la même chose 
qu'une raison indiquée* C'est pourquoi on écrit 
lesproportionsgéométriques^£ia;:^aa^ :: trois: 
six; et, parce que le quotient est la même chose 
que la raison, il est évident que nous avons dans 

les deux membres deux fractions identidues:-^^ 

» quatre 

trois 



Les antécédens sont donc proprement des nu- 
mérateurs , les conséquens des dénominateurs; et 
puisque, dans les Numérateurs et dans les déno- 
minateurs, nous avons des dividendes et des divi- 
seurs, nous avons également des dividendes et des 
diviseiu*s dans les antécédens et dans les cpQsé- 
quens. Je l'avais déjà dit; mais je le répète, parce 
qu'on a besoin d'avertir souvent ceux qu'on veut 
corriger d'une mauvaise habitude. Or une mau- 
vaise habitude assez commune, c'est de croire voir, 
dans différens noms, autant de choses différentes. 

Si nous réduisons au même dénominateur 

les firactioBS -^ = -r^* nous sub^tuerons à 

quatre six ' 

cette première expression, l'expression identique 

deux y^tix trois %quMin 



; et, si nous supprimons le 

fMtrvX'ûq qMuUre% six ' ** . 

dénominateur, qui est le même dans l'une et l'au- 
tre fraction , il est évident que l'identité subsistera 
entre les deux numérateurs. Nous avons donc 
deux X six=: trois x quatre. Mais l'un de ces nu- 
mérateurs est le produit des extrêmes, et l'autre 
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est le produit des moyens. Donc, dans toute pro- 
portion , le produit des extrêmes est identique avec 
le produit des moyens^ 

Je dis dans toute, car toute proportion peut 
être représentée par deux fractions ^ales; et, 
puisque les deux fractions réduites au même dé^ 
nominateur sont égales encore, et ne peuvent 
pas cesser de Tétre , il y a nécessairement égalité 
entre leurs numérateurs. De. là il s'ensuit qu'il y 
à nécessairement toujours égalité entre le produit 
des extrêmes et le produit des moyens; puisque 
le numérateur de l'une des fractions est toujours 
le produit des extrêmes, et que le numérateur de 
l'autre est toujoiu*s le produit des moyens. 

Vous remarquerez: qu'au lieu d'effectuer les 
multiplications, je me suis contenté de les indi- 
quer par le x : c'est qu'il n'était pas nécessaire 
de lés effectuer , et qu'il ne faut pas faite d'opé- 
rations inutiles, si Ton veut mettre dans les cal- 
culs la plus grande simplicité et la plus grande 
précision. Nous sentirons combien cette obser** 
vation est importante quand nous nous occupe- 
rons de calculs plus compliqués. 

Le produit des extrêmes étant, dans toute pro- 
portion, le même que celui des moyens, vous 
concevez comment vous pouvez , avec trois termes 
connus, découvrir le quatrième. Est-ce un des 
moyens, par exemple, que vous avez à chercher? 
Diviser le produit des extrêmes par le moyen 
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que vous connaissez, et vous aurez dans le quo- 
tient le moyen qui vous manquait. 

Une progression n'est qu'une proportion con- 
tinue, composée de plus de trois termes, et elle 
s'écrit ainsi, f^ deux : quatre : huit; f; JuUt : 
quatre : deux; voilà deux proportions continues 
qui sont chacune le commenceiyent d'une pro- 
gression : la première, d'une progression crois- 
sante, la seconde, d'une progression décrois- 
sante. 

Aussi toute progression composée d'un plus 
grand nombre de termes peut être considérée 
comme une suite de proportions continues, mises 
bout à bout. Soient, par exemple, les trois pro- 
portions suivantes : 

Trente-deux : seize :: seize : huit, 

seize : huit :: huit : quatre, 

huit : quatre :: quatre : deux!i 
Si nous les mettons bout à l^out, en suppri* 
mant les termes qui se répètent de l'une à l'au- 
tre , nous aurons la progression de cinq termes ; 
fr Trente-deux : seize r.huit : quatre : deux. 
Et vous voyez qu'une progression est une suite 
de termes qui, alternativement antécédens et con- 
séquens,.ont, dans un même quotient, une même 
raison. 

Quoique les deux manières d'exprimer la raison 
reviennent^ pour le fond, à la même, il ne serait 
pas raisonnable, comme nous l'avons remarqué, 

XVI. 7 
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ireniployer indiffiéremment tantôt Tune et tantôt 
l'autre. Cest pourquoi j'avertis que je représen- 
terdi toujours la raison par une fraction qui aura 
pour numérateur un antécédent, et pour déno- 
minateur le conséquent immédiat. — — =-r-' sera 

» * quatre deux. 

donc l'expression de la raison dans la progression 
croissante, * 

H- Deux : quatre : huit : seize; 

et ^ = -^ = deux sera l'expression de la raison* 

huit un F 

dans la progressioaidécrpissante , 

H Seize : huit : quatre : de]L)x. 
Puisqu'en divisant le premier terme par le se^ 
cond, deux par quatre, iious le divisons par un 
facteur qui nous fait trouver le i^ec^ond £sicteur 

dans la raison j^; si nous divisons ce même pre- 
mier terme par la raison, deux par ^^, nous le 

diviserons par un facteur qui nous fera trouver 
le second facteur dans le second terme quatre. 
Tout antécédent doit donc être considéré comme 
le produit de son conséquent par la raispp; ou, 
ce qui est la même chose , il doit êtrç considéré 
comme un dividende , et la division nous donnera 
tour à tour au quotient l'un des deux facteurs, si 
nous les prenons pour diviseurs tour à tour l'im 
et l'autre. 

Donc , quand on connaîtra le premier et le se- 
cond terpie, on découvrira la raison; donc, quand 
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op connaîtra la raison et le premier terme, on 
découvrira le second. Comme , dans }a progrfsssion 

croissante, deux y divisé par quatre , donne -^^ 

pour la raison , et que deux, divisé par -g— y donne 

^^-=: quatre pour second terme; dans la pro- 
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gression décroissante, seize^ divisé par huit^ donne 
pomr la raison -^=z= deux; et seize, divisé par 

éleux, donne huit pour le second terme. 

Dès que le second terme est le même que le 
premier divisé par la raison , et qu'il est^de la na- 
ture dp .toute progression que chaque conséquent 
soit à son antécédent, comme le second terme»est 
au premier, il s'pnsuit que chaque conséque^it est 
le même que son antécédent divisé par la raison. 

Le troisième terme est donc le même que le 
second divisé par la raison; et, puisque le second 
est le même que le premier divisé par la raison, 
c'est une nécessité que le troisième soit le même 
que le premier divi$é par 1^ raison élevée ai) carré : 
donc le quatrième est le ipémp que le preiiaier di- 
visé par la raison élevée au cube : donc le cin- 
quième est le même que le premier, divisé par la 
raison élevée à la quatrième puissance : donc le 
dernier est le même que le premier, jdivisé par la 
raison élevée à une puissance que nous désigne- 
rons par le nombre moins un des termes de la 
progression. Si. la progression a dix termes, le der- 
nier sera égal au premier, divisé pa^r la raison 
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élevée à la neuvième puissance. Mais appliquons 
ces considérations auTc deux progressions de quatre 
termes que nous avons prises pour exemple : car 
de plus grandes progressions ne feraient qu'en- 
barrasser le discours. 

H Deux : quatre : huit : seize 

deux, premier terme divisé par la raison jjj^, a pour 

quotient le second terme quatre. Deux : ^- = 

deux X -^ = quatre. 

un 2 

Deux , divisé par -^ carré de la raison , a pour 
quotient huit^ troisième terme; deux : -^ = 

jÊ quatre 7 «. 

deux X - — ^:=xitiuit^ 

un 

Enfin deux y divisé par ^ cube de la raison, a 
pour quotient le quatrième terme seize. Deux : 

un 7 huit 

— — = deux X — = seize. 

bpit un 

H Seize : huit : quatre : deux 
seize, premier terme, divisé par la raison deux, 

a pour quotient huit. -— = huit. 

Divisé par quatre carré de la raison, il a pour 
quotient quatre. — — -=z quatre. 

Enfin , divisé par le cube huit, il a deux ^our 

quotient. -^ = ^etta*. 

D'après ces considérations, chaque terme d'une 
progression est le même que le premier divisé 
par la raison élevée à une puissance désignée par 
le nombre des termes qui le précèdent. Le hui- 
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tième, par exemple, est le même que le'^émier 
divisé par la raison élevée à la septième puiss^uipç. 
Il n'y a donc point de terme qu'on ne puisse ïixyly. 
ver^ quand on connaît le premier et la raison. ** 

Si je ne connaissais pas la raison, il suffirait, **^ 
pour là découvrir, de; connaître deux termes de la 
progression, le premier, par exemple, ^me, et le 
quatrième deux. Car seize étant alors le produit 
de deux par le cube de la raison, j'aurai ce cube 

pour quotient, si je divise seize par deux. Or -^^^ 

= huit qui a deux pour racine cube. Deux est 
donc la raison de la^rogression. 

En conséquence jlnsérerai, entre deux termes 
donnés, un nombre quelconque de lûoyens pro- 
portionnels. Car ces deux termes étant, dans cette 
supposition^ les deux extrêmes d'une progression, 
la division du premier par le dernier me donnera 
un quotient qui, suivant le nombre des «termes, 
sera une puissance plus ou moins élevée de la 
raison. 

Or la raison étant connue , la division du pre- 
mier par la raison, par son carré, par son cube, etc., 
donnera successivement tous les moyens propor- 
tionnels : ou, ce qui revient au même, la division 
du premier par la raison ayant donné le second , 
la division du second par la raison donnera le 
troisième, la division du troisième par la raison 
donnera le quatrième , etc. 
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Sj^f)fr«bie piroposait d'insérer deux moyens pro- 
povpcfitiek etitre deux et seize j je verrais dans 
fièjùdc et seize les deux extrêmes d'une progression 
de quatre termes , et je jugerais qu'en divisant le 
premier par le dernier, j'aurais au quotient le cube 

de la raison. Or -r- = Trr- , dont la ràciiîe fciii)e est 

seize hmt ' 

^^, et cette racine est la raison que je cherché. 
Te divise donc le premier terme deux par la raisoii 
;^, ce qui donne au quotient , pour second terme 
de la raison, ^^ = quatre. Je trouverai égale- 
ment le troisième terme, sqit que je divise le 
second par la première puissance de la raison^ 
soit que je? divise le premier par la seconde. 

• Toutç progression est uiie suite où la raison 
est successivement la même d'un terme à l'autre} 
ou j pour dire la chose autrement , chaque anté- 
cédent est à son conséquent comme le premiei^ 
terme au second. 

Mais dire distributivement„cAaji:^e antécédent 
est à son conséquent comme le premier terme au 
second, c'est dire, au fond, la même chose, que 
dire collectivement tou^ les antécédens sont à tous 
les conséquens comme le premier terme est au 
second. 

Je puis donc faire cette proportion : le premier 
terme est au second comme tous les antécédens 
sont à tous les conséquens. 

Si actuellement nous remarquons que, dan$^ 



DES CALCULS. lo3 

une progression , tous les termes sont antëcécf ens ,. 
excepté le dernier, et que, le premier excepté, 
tous sont conséquens, nous nous apercevrons 
que nous avons également, dans le troisième et 
dans le quatrième terme de la proportion que 
nous venons de faire , U>us les terpies d'une pro- 
gression quelconque, à un seul près. Cela étant, 
nous pouvons» au moins entrevoir comment nous 
trouverons, à un terme près, la somme d'une 
progression : car alors la question se réduit à 
trouver le quatrième terme d'une proportion. 

Je dis entrevoir, parce que, surtout dans une 
longue suite de termes, l'opération serait embar- 
rassante , s'il fallait multiplier le troisième terme 
de la proportion que nous avons faite, par le se- 
cond, et diviser le produit par le premier. Il s'agit 
donc de rendre l'opération plus facile. Or c'est à 
quoi nous réussirons , si nous substituons à cette 
première proportion une proportion susceptible 
d'être simplifiée. 

La chose n'est pas difficile :. car, si le premier 
terme est au second comme tous les antéq^dens 
sont à tous les conséquens, il s'ensuit que le 
premier terme moins le second est au premier, 
comme tous les antécédens moins tous les con- 
séquens sont à tous lès antécédens : cette pro- 
position est évidente à la seule inspection des 
termes , pour peu qu'on soit fisimiliarisé avec ce 
langage. 
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Or, d^ns le troisième terme de cette proportion ^ 
tous les antécédens moins tous les coriséquens , tous 
les termes de la progression sont en plus, excepté 
le dernier , qui ne peut être antécédent , et tous 
les termes de la même progression sont en moins, 
excepté le premier, qui ce peut être conséquent. 
Par exemple , dans la progression H deux : quatre: 
huit : seize , tous les antécédens , moins tous les 
conséquens,sont deux, plus quatre plus huitmoms 
quatre^ moins huit^ moins seize; expression qui 
se réduit à deux moins seize. Nous voyons donc 
que les termes en moins détruisent les termes en 
plus ,« et que par conséquent le troisième terme 
de la proportion se^ réduit à cette expression sim^- 
ple, le premier antécédent moins le dernier con- 
séquent;: la proportion devient donc, le premier 
ternie moins le second est au premier j comme le 
premier antécédent moins le dernier conséquent 
est à un quatrième terme. 

Mais , si nous remarquons que le premier an-^ 
técédent est le premier terme de la progression, 
et que le dernier conséquent en est le dernier, 
la proportion que nous venons de simplifier 
se simplifiera encore : elle deviendra, le premier 
terme de toute progression moins le second est au 
premier y comme le premier moins le dernier est à 
un quatrième. 

Donc nous trouverons facilement la somme 
d'une procession, toutes les fois que nous con,* 
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tiàitrons le premier terme, le second et le dernier. 
Il suffira de nous souvenir que le premier moins 
le second est au premier ^ comme le premier moins 
le dernier est à un quatrième. 
Soit la progression ** seize : huit : quatre : deux 
dont je veuille avoir la somme , je dirai : le pre-* 
mier terme seize j moins le second huit est au 
premier seize ^ comme le premier seize ^ moinsi 
le dernier cleux , est à un quatrième. 
Seize — ^huit : seize :: seize — deux:* 

ou 

Huit : seize : : quatorze : * 

Je divise par huit le produit des moyens deux 
cent vingt' quatre ; et je trouve dans le quotient 
vingt-huit^ la somme de la progression, au dernier 
terme près; elle est donc trente^ puisque le der- 
nier terme est deux. 

Cet exemple est peu propre à faire voir les 
avantages de la méthode que nous venons de trou- 
ver : car certainement il eût été beaucoup plus 
court d'additionner tous les termes de la progres- 
sion. Mais plus il est simple , plus on saisira fa^ 
dilement l'esprit de la méthode. Quant aux avan-^ 
tages , nous en jugerons lorsque des signes plus 
commodes nous permettront de nous essayer sur 
des progressions de toute espèce. Les mathéma- 
ticiens ont ici un langage auquel je me confor- 
inerai dans la suite , mais que je ne crois pas devoir 
adopter encore, parce que, dans les comment 
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cemens, il pourrait embarrasser. Ils disent : La 
différence des deux premiers termes d'une pro- 
gression est au premier j comme la différence du 
premier et du dernier est à un quatrième. 

Sur quoi nous remarquerons que la différence 
entre deux nombres, tels que seize et huU^ peut 
s'exprimer de deux manières : nous la pouvons 
prononcer, nous pouvons aussi ne faire que l'in- 
diquer. Je la prononce lorsque je dis que de seize 
à huitçWe est huit; je ne fais que l'indiquer lors- 
que je dis qu'elle est seize moins huit. Or c'est de 
la différence indiquée que parlent les mathéma- 
ticiens, et par conséquent leur langage, la différ 
rence des deux premiers termes est au premier, 
comme la différence du prem,ier et du dernier est 
à un quatrième, signifie la même chose que celui 
que j'ai préféré , le premier terme moins le second 
est auprefhier, comme le premier moins le dernier 
est à un quatrième. En n'employant pas ici le mot 
de différence, il tne semble que je iné mets plus 
à la portée des commençaiis. Ce mot suffît pour 
les arrêter : car, lorsqu'on leur parle de diffé- 
rence, il est naturel qu'ils la prononcent, et ils 
ne voient pas d'abord pourquoi on se borne à 
rittdiquèr. 
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CHAPITRE XII. 

Considérations sur lés proportions et sur lés progressions, 
tant arithmétiques qiie géométriques. 

Il faut étudier pour s'instruire : mais comment 
faut-il étudier? C'est une chose qu'on ignore assez 
communément. On croit devoir lire, beaucoup 
lire, et on court après tous les livres qui ont 
quelq[Qe réputation. Cependant à quoi servent les 
lectures, si elles sont incohérentes, ou si on les 
fait niai? Il faudrait donc savoir bien choisir^ 
savoir bien lire ; et malheureusement on n'est ca- 
pable de l'un et de l'autre qùfe lorsqu'on a bien 
choisi et bien lui Je me souviens, que j'y ai été 
souvent embarrassé moi-même. tJn de mes objets 
dans cet ouvrage est de venir au secoui*s de ceux 
qui pourraient se trouver dans le même embarras , 
je continuerai à leur donner des conseils. 

On ne peut pas savoir la numération, et ignorer 
qa^un est à deux comme deux à trois ^ cômmtC 
trois à quatre ; et on né peut pas savoir la multi- 
plication, et ignorer qii^un est à deux comme- 
deux à quatre^ . comme quatre à huit. Lors donc 
que nous nous sommes servis pour la première 
fois des mois raison^ proportion, progression ^ ce 
ne sont pas les idées qui étaient nouvelles pour 
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nous, ce ne sont que les noms. Mais, parce que 
ces noms , donnés à des idées que nous avions , 
nous les ont fait considérer sous des vues nou- 
velles, nous sommes devenus capables d'aller, par 
ui^e suite de propositions identiques , de connues 
en inconnues. Nous continuerons comme nous 
avons commencé, et nous verrons la science se 
former, à mesure que la langue se formera; et , 
en simplifiant la langue, nous rendrons la science 
plus facile. 

Nous pouvons donc juger de ce qui nous reste 
à ùàre. Cependant comment Texécuterons-nous , 
si nous savons mal ce que nous avons appris? Il 
le faut savoir parfaitement, pour y découvrir ce 
que nous ne savons pas. 

Mais on ne sait bien les choses, que lorsqu^on 
se les est rendu familières ; ô'est-à-dire qu'il les 
faut savoir comme si on les savait naturellement , 
comme si la nature, plus que l'étude, nous les eût 
apprises. Or la nature , qui nous donne les pre- 
mières leçons, ne nous instruit que parce qu'elle 
nous répète les mêmes choses de bien des ma- 
flières < nous ne devons donc pas craindre de 
lions faire de pareilles répétitions , si nous voulons 
continuer à nous instruire. 

Dans chaque étude, il y a certaines idées qui 
sont fondamentales : comme elles se retrouvent 
partout , il est essentiel qu'elles soient toujours 
présentes à l'esprit. Elles ne sauraient donc étrp 
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trop familières : on ne saurait donc trop les obser- 
ver. Il s'agit surtout de considérer comment nous 
y sommes arrivés, et de juger en conséquence 
comment nous pourrons arriver à d'autres. 

Quand nous connaîtrons bien la route que nous 
avons tenue, non-seulement nous serons maîtres 
de la reprendre , et de retrouver tout ce que nous 
avons découvert , nous verrons encore au delà, 
et cette route paraîtra se prolonger d'elle-même, 
pour nous conduire à de nouvelles découvertes. 
Remarquez qu'on arrive difficilement , lorsqu'on 
est obligé de chercher son chemin à chaque pas , 
et qu'on arrive sans peine, lorsque le chemin qui 
s'offi'e est tracé sans détours, et qu'il est le seul. 
■Alors nous arrivons j, comme les inventeurs sont 
arrivés eux-mêmes; c'est-à-dire que nous nous 
instruisons en faisant les découvertes qi^'ils ont 
faites, et c'est ainsi qu'il faut s'instruire. Familia- 
risons-nous donc avec la méthode d'invention: 
ne nous lassons pas, surtout dans les commence- 
mens , de revenir souvent sur les mêmes idées ; 
et essayons d'en parler à chaque fois d'une ma- 
nière différente. Celui qui n'a qu'une manière 
pourrait n'avoir que de la routine, cependant 
c'est avec la réflexion seule qu'on s'instruit vé- 
ritablement. 

Les proportions et les progressions sont le 
fondement de toutes les mathématiques. Je les 
vais donc observer encore; et, parce que Içs com- 
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paraisons sont le vi^i moyen de nous rendre fa- 
milières les idées qiii sont encore nouvellies pour 
nous , je remarquerai l'analogie que est entre les 
deux espèces de proportions et de progres$»ions , 
et je ferai vpir comment les propriétés des ^nes 
et des autres se développent également , par une 
suite de propositions identiques. Il est d'ailleurs 
important de bien observer cptte analogie; ce 
sera une connue qui nous conduira à d'autres 
découvertes. 

Dans toute proportion arithmétique , la somme 
des extrêmes est égale à la somn^e des ipoy ens : 
dans toute proportion géométrique, le produit 
des extrêmes est. égal au produit des moyens. 
Voilà la première analogie : elle est fpndée sur» 
l'analogie qui est entre ajouter et multiplier, 
soustraire et diviser. 

La seconde analogie est ^ne suite de la pre- 
mière : elle consiste en ce que , trois termes étant 
donnés , on découvre égaleipent le quatrième çjans 
l'upe et l'autre espèce de proportion. Qn le trouve 
dans une propo^ion arithmétique , en faisant la 
somipe des deux extrême? , si pn chercha un 
moyen, ou en faisant celle de$ deux moyens, si 
on cherche un extrême, et en soustrayant: de 
cette somme l'extrême ou le moyen cpnny. 

On le trouve dans une proportion géométrique , 
en multipliant les deux e:ittrêmies, si on çh^rphe 
un mov^en^ ou les deux moyens , si on cherche un 
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extrême, et ^n divisant le produit par rexlrême 
ou par le moyen connu. Le procédé est le même 
dans l'un et l'autre cas; à cela près que, pour 
trouver le terme inconnu d'une proportion géo- 
niétrique, on multiplie et on divise; et que, pour 
trouver celui d'une proportion arithmétique , on 
additionne et on soustrait. 

Ainsi que les deux espèces de proportions , les 
deux espèces de progressions ne diffèrent que 
parce que l'une s'engendre par l'addition pu par 
la soustraction, et que l'autre s'engendre par la 
multiplicatipu ou par la division. 

Dans la progression arithmétique^ la différencie 
est successivement ajoutée ou soustraite ; tlans 1^ 
progression géométrique , la raison est successi- 
vement multiplicateur ou diviseur. 

£t comme, dans la progression arithmétique, 
chaque terme est le même que le premier, plus ou 
moins la raison , répétée un nombre de fois égal 
au nombre des termes qui précèdent; de même, 
dans la progression géométrique, chaque terme 
est le même que le premier , multiplié ou divisé 
par la raison , élevée à une puissance qui se dé- 
signe par un nombre égal au nonJ^re des termes 
qui précèdent. 

Il résulte de là qu'un terme et la raison étant 
donnés , on peut , dans l'une et l'autre espèce de 
progression , déterminer tous les autres termes , 
ou qu'on peut à volonté déterminer le plus élpigpjé 
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de celui qui a été donné, sans être obligé de 
chercher les intermédiaires. lien résulte encore 
qu'entre deux termes, on peut insérer des moyens 
proportionnels , en tel nombre qu'on juge à pro- 
pos. En un mot^ toutes les propriétés des deux 
espèces de progression naissent de ces premières 
analogies, et par conséquent toutes sont nécessai- 
rement analogues. 

Puisque, dans une progression croissante arith- 
métique, la raison est ajoutée plusieurs fois au 
premier terme ^ et qu'elle en est soustraite plu- 
sieurs fois dans une progression décroissante, il 
faut que , dans une progression géométrique , elle 
multiplie le premier terme , lorsque la progression 
est croissante , et qu'elle le divise , lorsque la pro- 
gression est décroissante. 

Pourquoi donc avons-nous supposé qu'elle le 
divise toujours ? Cette contradiction n'est qu'appa- 
rente : il faut se souvenir qu'il y a des divisions 
auxquelles nous n'avons donné ce nom que par 
extension. 

En effet, lorsque nous disons que la raison^ 

divise le premier terme deux de la progression 
croissante tt deux : quatre : huit : seize ^ ce n'est 
pas que nous fassions une vraie division, c'est que 
l'opération mécanique est la même que si nous 
divisions réellement. En conséquence nous con- 
servons par extension le nom de division à cette 
opération , et celui de quotient au résultat qu'elle 
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donne. Mais, à proprement parler, diviser deux^ 

^ar ^^, c'est mu^^lier deux par deux^ et le 

■ 

quotient quatre est un produit. C'était une né- 
cessité S'adopter ce langage; et il n'y a nul in- 
convénient, puisque le résultat est le même, soit 
qu'on regarde l'opération comme une multipli- 
cation proprement dite, soit que par extension on 
la regarde comme une division. 

L'analogie est donc parfaite entre les deux 
espèces de progressions : si l'une s'engendre par 
l'addition ou par la soustraction, l'autre s'en- 
gendre par la multiplication ou par la division. 

Mais afin de nous familiariser davantage avec 
ces idées, représentons-nous la raison géométri- 
que par une fraction qui ait pour numérateur le 
second terme, et pour dénominateur le premier. 
Nous avons remarqué que cette manière de l'ex- 
primer est la même au fond que celle que noms 
avons préférée , et qu'elle n'en diffère que dans le 
langage qui sera l'inverse de celui que nous avons 
tenu. Aussi verrons-nous des multiplications et 
des produits, partout où nous avons vu des di- 
visions et des quotiens ; prenons pour exemple 
les progressions, # 

f7 Deux : quatre : huit : seize, 

•H Seize : huit : quatre : deux. 

En divisant le second terme quatre de la pro- 
gression croissante, par le premier terme deux^ 
XVI. 8 
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nous faisons une vraie division , et nous avons , 
dans le quotient deux la rais^ de la progressioi^ 
Le second terme quatre doit donc être considéré 
comme le produit de deux premier terme, par 
deux la raison. Donc en multipliant le premier 
terme par la première puissance de la raison , nous 
aurons'le second deux x deux = quatre; en le 
multipliant par la seconde puissance, nous aurons 
le troisième deux x quatre = huit; et en le mul- 
tipliant par la troisième puissance , nous aurons 
le quatrième deux x huit = seize. Ici nous fai- 
sons des multiplications proprement dites, et la 
progression croissante géométrique est sensible- 
ment analogue à la progression croissante arithmé- 
tique. Il sera tout aussi facile de se convaincre 
que la progression géométrique décroissante s'en- 
gendre par une division, comme la progression 
arithmétique décroissante s'engendre par une 
soustraction. 

En effet, lorsque, dans la progression 
H- seize : huit ; quatre : deux, 

nous nous représentons la raison par -4^, nous 

15 . un huit , - 

exprimons par 3;;;^ = ^^ , et nous regardons le 

second terme huit comme le produit de seize 

un j seize un —, . 

^ 3;;;; ^^ de — X 3^. En conséquence, nous 

donnons à cette opération le nom de multiplica- 
tion , mais seulement par extension : car, dans le 
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vrai, multiplier ^ par £^, c'est diviser seize par 
deux. 

Ainsi, lorsque nous nous représentons la raison 
par une fraction qui a le second terme pour nu- 
mérateur et le premier pour dénominateur ^ c'est 
le mot de multiplication qui est employé par 
extension dans les progressions décroissantes ; et 
quand au contraire nous nous représentons la rai- 
son par une fraction qui a pour numérateur le 
premier terme, et pour dénominateur le second, 
c'est le mot de division qui est employé par exten- 
sioii dans les mêmes progressions décroissantes. 
Eu effet on conçoit que, lorsqu'on a renversé 
l'expression de la raison, et qu'après avoir dit 

deux 1 . cniatre* • ■ /* r 

, on dit \ — il faut nécessairement que, 

quatre '' deux *■ 

dans tout le cours de nos raisonnemens, notre 
langage soit dans un cas l'inverse de ce qu'il était 
dans l'autre. Voyons maintenant comment les pro- 
priétés des proportions et des progressions se dé- 
couvrent par une suite de propositions identiques. 

Dire qu'entre les deux pr^iers termes d'une 
proportion arithmétique , la différence est la même 
qu'entre les deux derniers , c'est dire que le second 
plus ou moins la différence est le même que le 
premier , et que le quatrième plus ou moins cette 
même différence est 4e même que le troisième. 

Dire que le second plus ou moins la différence 
est le même que le premier, et que le quatrième 
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plus OU moins cette même différence est le même 
que le troisième , c'est dire que la somme des deux 
extrêmes est le premier plus le troisième plus ou 
moins la différence ; et que la somme des deux 
moyens est le premier plus ou moins la différence 
plus le troisième , c'est dire que la somme des ex- 
trêmes est la même que celle des moyens. 

Dire que la somme des extrêmes est la mâne 
que celle des moyens, c'est dire que , si l'on sous- 
trait de la somme des moyens l'un des extrêmes , 
on aura l'autre extrême dans le reste ; c'est dire 
également qu'on trouvera le moyen inconnu si 
l'on soustrait le connu de la somme des extrêmes: 
en un mot, c'est dire comment , trois termes étant 
donnés , on trouvera le quatrième. 

Il est évident qu'en faisant cette suite de pro- 
portions, nous n'avons fait que traduire en dif- 
férens langages la notion première des propor- 
tions arithmétiques; et que ces propositions étant 
successivement identiques les unes avec les autres, 
la dernière est identique avec la première. C'est 
en cela uniquement que consiste l'évidence et 
l'art de démontrer. Continuons.* 

Dire qu'entre les deux premiers termes d'une 
proportion la différence est la même qu'entre les 
deux derniers, c'est dire que dans une propor- 
tion continue, la différence entre le premier et 
le second est la même qu'entre le second et le 
troisième. 
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Or, dire qu'entre le premier et le second la 
dijfférence est la même qu'entre le second et le 
troisième, c'est dire que le second est le même 
que le premier plus ou moins la dififérence, et 
que le troisième est également le même que le 
second plus ou moins la différence. 

Mais dire que le troisième est le même que le 
second plus ou moins la différence, et que le se- 
cond est le même que le premier plus ou moins 
la différence, c'est dire que le troisième est le 
même que le premier plus ou moins deux fois 
la différence. 

Ce qu'on dit d'une proportion continue, on le 
dit d'une progression' de trois termes : donc le 
troisième terme d'une progression est le même 
que le premier plus ou moins deux fois la diffé- 
rence. 

Dire que le troisième terme d*ttne progression 
qui n'a que trois termes est le même que le pre- 
mier plus ou moins deux fois la différence, c'est 
dire qu'il est le même que le premier plus ou 
moins le produit de la différence multipliée par 
le nombre des termes moins un. 

Et puisque dire qu'une progression a quatre 
termes, cinq, six ou davantage, c'est dire que la 
différence est successivement la même entre le 
troisième et le quatrième, entre le quatrième et 
le cinquième, etc., qu'entre le premier et le se- 
cond ; dire que le troisième terme d'une progrès- 
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sion qui n'en a que trois est le même que le pre- 
mier plus ou moins le produit de la différence 
multipliée par le nombre des termes ^loins un j 
c'est ^dire également que le quatrième, que le 
cinquième , que le sixième terme d'une progres- 
sion qui en a quatre, cinq, six, etc., est le même 
que le premier plus ou moins IC: produit de la 
différence multipliée par le nombre des termes- 
moins un. 

• Dire que Je derniei: terme d'une progression ^ 
ou qu'un terme quelconque considéré comme le 
dernier, est le même que le premier plus ou 
inoin3 le produit de la différence multipliée par 
le nombre deà termes moins un , c'est dire que ,. 
dans la supposition où la différence ne serait pas 
connue, nous la trouverions en retranchant le 
premier terme du dernier ou le dernier du pre- 
miier ,et divisant le reste par le nombre des termes 
moiqs un. 

Dire d'un côté qu'un terme quelconquç , qu'on 
con^idèrQ cpmme le dernier, est le même que* le 
premier plus ouv moins le produit de la diffé- 
rence multipliée par le nombre des termes moins 
un, et de l'autre que nous trouverons la diffé- 
rence en retranchant le premier terme du der- 
nier ou le dernier du premier , et divisant Je reste 
par le nombre des termes moins un , c'est dire 
comment ou peut, entre deux termes donnés, in- 
sérer plusieurs moyens proportionnels. 



DES CALCULS. IIQ 

Voyons maintenait par quelle suite de pro- 
positions identiques, uohs apprendrons comment 
on détermine la somme d'une progression arith- 
métique. 

Dire que dans une proportion de quatre ter- 
. mes, la somme des extrêmes est la même que la 
somme des moyens, c'est dire que, dans une pro- 
portion continue, le terme moyen est la moitié 
de la somme des extrêmes. 

Dire que le terme moyen est la moitié de la 
somme des extrêmes, c'est dire qu'on peut se 
représenter la somme d'une proportion continue 
par trois termes, qui seraient chacun la moitié 
de la somme des extrêmes. 

Dire qu'on peut se représenter la somme d'une 
proportion continue par trois termes, qui seraient 
di^cun la moitié de la somme des extrêmes , c'est 
dire que la somme d'une proportion continue 
est la moitié de la somme des extrêmes, multi- 
pliée par trois ou par le nombre des termes. 
. Mais parce que ce qui se dit d'une proportion 
continue se dit d'une progression ide trois termes, 
nous dirons que Ja somme .d'u^e pareille pro- 
gression est la ^moitié de la sp^unç des extrêmes, 
multipliée par le nombre des termes : or, en le 
disant d'une de trois teriftes , nous le tlisons d'une 
de quatre, de cinq, de six, nous le disons de 
toutes. 

La somme d'une progression arithmétique. est 
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donc la même que la somme de la moitié des ex- 
trémes multipliée par l^nombre des termes, ou 
que la somme des extrêmes multipliée par la 
moitié du nombre des termes. 

Voilà des démonstrations rigoureuses y ou il 
n'y en a point. Passons aux proportions et aux 
progressions géométriques, et commençons par 
la notion qu'on se fait de la raison; mais, afin 
d'abréger , indiquons par le signe = , l'identité 
de deux proportions qui se suivent immédiate- 
ment. 

La raison exprime comment un nombre est 
contenu dans un autre ^ ou comment il le con* 
tient. 

= On trouvera la raison , en divisant Vun des 
deux par Vautre. 

= On la peutréprésenter par unefraction dont 
un nombre sera le numérateur et Vautre sera le 
dénominateur. 

= On peut représenter par deux fractions égor 
les , les quatres termes d'une proportion , ou quatre 
termes dont les deux premiers ont entre eux la 
même raison que les deux derniers. 

Car ces deux fractions sont égales = Vuneest 
formée des deux premiers termes dune propor^ 
tion^ et Vautre des deux derniers y soit qu'on 
donne à chacune pour numérateur un antécé^ 
dent , et pour dénominateur un conséquent , soit 
qu'en renversant cette expression , on leur donne 
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un conséquent pour numérateur , et un antécé- 
dent pour dénominateur. 

Mais, à deux fractions, on substitue deux frac- 
tions identiques, lorsqu'on multiplie les deux 
termes de la première par le dénominateur de la 
seconde, et les deux termes de la seconde par le 
dénominateur de la première; et, dans les deux 
fractions substituées, les deux dénominateurs 
sont identiques jusque dans l'expression; et les 
deux numérateurs le sont aussi , quoique exprimés 
différemment, lorsque les fractions sont égales ; 
mais l'un est le produit des extrêmes, et l'autre' 
le produit des moyens : donc, dans toute propor- 
tion , le produit des extrêmes est le même que le 
produit des moyens. Appliquons cette méthode 
aux progressions. 

Quand on représente la raison d'une progres- 
sion par une fraction qui a le premier terme pour 
numérateur , et le second pour dénominateur , 
on a le second terme y en dwisant le premier par 
la raison; on a le troisième, en dà^isant le second 
par la raison; et ainsi successivement. 

= On a le troisième j en divisant le premier par 
le carré de la raison : 

= On a le quatrième^ en divisant le premier 
par le cube de la raison : 

= On a le cinquième j en divisant le premier 
par la raison élevée à la quatrième puissance : 

= On a le dernier ^ en divisant le premier par 
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la raison élei^ée à une puissance qu'on désigne 
par le nombre moins un des termes de la pro* 
pression. 

On voit, dans ces propositions dont l'identité 
saute aux yeux, comment on peut trouver un 
terme quel qu'il soit , et comment on peut , entre 
deux termes donnés, insérer plusieurs moyens 
proportionnels. Cherchons mainten:ant la somme 
d'une progression. 

Dans la suite d^ une progression y la raison est 
toujours la même d!un terme à Vautre: 

= Chaque antécédent est à son conséquent^ 
comme le premier terme est au second: 

=i Le premier terme est au second^ comme tous 
les antécédens sont à tous les conséquent : 

= Le premier terme moins le second est au 
premier^ comme tous les antécédens moins tous les 
conséquens sont à tous les antécédens. 

Et puisque, dans le troisième terme de cette 
proportion , tous les termes ^e détruisent , excepté 
le premier antécédent qui est en plus et le der- 
nier conséquent qui est en moins, nous avons: 
le premier terme moins le second est au premier^ 
comme tous lesf antécédens moins tous les consé- 
quens sont à tous les antécédens. 

= Le premier terme moins le second est au pre- 
mier^ commis le premier antécédent moins l& der- 
nier conséquent estlà tous les antécédens. 

= Le premier terme moins le second estaupre- 
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miery comme le premier moins le dernier est à 
tous les antécédens. 

= Pour trouver la somme de tous les antécé^ 
dens d'une progression , il faut multiplier le pre- 
mier terme par le premier moins le dernier^ et di- 
iriser le produit par le premier moins le second. A 
qaoi ajoutant le dernier terme, on aura la somme 
de la progression entière* 

Quiconque entendra la valeur des mots , aper- 
cevra facilement toutes ces identités; et j'ai 
fait ce chapitre , afin que les commençans se îàr 
miliarisent avec les fractions, les raisons, les 
proportions , les progressions , et avec toutes les 
opérations qui en font découvrir les propriétés. 
J'ai voulu encore faire voir que si, avec les phrases 
de nos langues vulgaires, on démontre rigou- 
reusement des vérités mathématiques, on pour- 
rait, avec les mêmes phrases , démontrer tout aussi 
rigoureusement des vérités d'un autre genre. Car 
il semble qu'on soit dans le préjugé qu'on ne 
démontre rigoureusement qu'en mathématiques, 
comme si l'on ne pouvait démontrer à la rigueur, 
qu'avec des x^ des a , des é , du comme si des dé- 
monstrations , qui ne seraient pas rigourei^es^ 
pourraient être des démonstrations. 

Mais, dira-t-on, si, dans une chose qu'on étudie, 
on va de propriété en propriété par une suite de 
propositions identiques ;chaque propriété, comme 
chaque proposition , est dans cette suite là inéme 
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que celle qui la précède, et par conséquent toutes 
se réduisent à une seule et même propriété. Com- 
ment donc sont-elles une et plusieurs? Gomment 
y distinguons-nous la première, la seconde, la 
troisième, etc.? 

Quoiqu'une propriété soit une , elle peut être 
considérée sous plusieurs points de vue; et elle 
serait une pour nous comme en elle-même , si 
nous la pouvions considérer sous tous à la fois. 
Nous ne le pouvons pas, et c'est parce que nous 
la considérons d'abord sous un rapport , ensuite 
sous un second , et ainsi successivement , qu'elle 
devient pour nous une première propriété^ une 
seconde , une troisième , etc. Il ne faut donc pas 
croire que de pareilles suites soient dans les cho- 
ses , elles ne sont que dans notre langage ; et cha- 
que science pourrait se réduire à une première 
vérité, qui, en se transformant de proposition 
identique en proposition identique, nous offri- 
rait, dans une suite de transformations , toutes les 
découvertes qu'on a faites, et toutes celles qui 
restent à faire. Il est vrai que pour saisir ainsi 
les sciences, il les faudrait parler avec une grande 
simplicité ; car ce sont nos langues mal faites qui 
mettent les plus grands obstacles aux progi*ès des 
connaissances. Nous saurions inventer, si nous 
savions parler : mais nous parlerons avant d'a- 
voir appris, et nous n'aimons pas la simplicité. 

Aussi je prévois bien que la méthode que j'ai 
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suivie dans ce chapitre, ne sera pas généralement 
approuvée. Quoi ! dira-t-on, faut-il , pour acqué- 
rir des connaissances , se traîner pesamment de 
propositions identiques en propositions identi- 
ques? Oui, il le faut, et les inventeurs se sont 
traînés comme nous : si nous ne nous en doutons 
pas, c'est que lorsqu'ils nous montrent leurs dé- 
couvertes, ils sont debout, et ils nous laissent 
croire qu'ils l'ont toujours été. Au reste, pour 
être arrivés en se traînant , ils n'en sont pas moins 
des esprits supérieurs : cela prouve seulement 
qu'ils sont hommes, et que l'esprit humain est 
bien borné, concluons que, quelles que soient 
nos connaissances, nous n'avons pas de quoi être 
vains, pas même de quoi être modestes; aussi le 
vrai philosophe n'est-il ni l'un, ni l'autre. 



CHAPITRE XIIL 

Des évaluations. 

Lorsque nous ne connaissons pas la valeur 
d'une chose , nous la mesurons , afin de juger du 
rapport où elle est avec une chose dont la valeur 
est connue. Or mesurer , c'est évaluer. 

La nature nous a indiqué des mesures de toute 
espèce , et le besoin nous apprend à nous en servir. 

Dans chaque chose individuelle, elle nous 
montre l'unité ; et, dans cette unité , nous avons 
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la mesure des nombres. Or , quelles que soient les 
mesures dont nous nous servons , il faut compter 
pour évaluer les choses , et par conséquent l'Unité 
est la première mesure. 

Rien ne mesiu'e l'unité. En vain nous la divi- 
sons pour la mesurer. Nous la diviserions sans 
fin, que nous aurions toujours pour résultats des 
unités qui n'ont point de mesures. ^ 

L'espace ou l'étendue est une des premières 
choses que les hommes ont appris à mesurer. La' 
nature nous en donnait la mesin^e dans nos pas , 
dans nos pieds , dans nos pouces , et il ne fallait 
plus que compter oes pas, des pieds, des pouces, 
pour imaginer plusieurs autres espèces de mesures. 

Elle nous donnait également des. mesures du 
temps dans les révolutions apparentes du soleil : 
mais, pour apprécier ces mesures, il fallait une 
longue suite d'observations, et l'on a été des 
siècles à mesurer le temps bien grossièrement. 

En nous donnant deux bras, la nature nous a 
donné une balance dont nos mains sont les deux 
bassins. Cette balance nous su£Bisait, lorsque nous 
nous contentions de juger à peu près du poids 
des choses : mais nous n'étions pas faits pour nous 
contenter toujours de cet à peu près. Le trafic 
nous donna d'autres vues : il fallut évaluer ou 
peser avec plus de précision. Alors des marchands 
copièrent la balance que la nature nous a donnée, 
et cette copie parut une invention. 



1>ES CALCULS. 1^7 

Comme les balances sont postérieures au trafic, 
les monnaies, proprement dites, sont postérieures 
aux balances. On en fit de différens métaux et de 
diflérens poids. 

On appela poids^ un corps d'une pesanteur à 
volonté : et on le prit pour mesure. Lorsque la 
chose qu'on mettait dans l'un des bassins de la 
balance , restait en équilibre avec le poids dans 
l'autre, on dit qu'elle pesait, par exemple, une 
livre. 

Aujourd'hui, nous divisons la livre en deux 
marcs, le marc en huit onces, l'once en huit gros, 
le gros en trois deniers, et le denier en vingt- 
quatre grains, division qui aurait pu être mieux 
faite. Un grain n'a point de mesure, et nous nous 
arrêtons à cette dernière sous-division , parce que 
nous pouvons négliger les parties d'un grain , et 
nous contenter d'un à peu près. 

De même, après avoir divisé la tôise en six 
pieds , le pied en douze pouces , le pouce en douze 
lignes, la ligne en douze points; nous ne divi- 
sons plus , et nous regardons le point conrnie la 
première mesure de l'étendue. 

Ces mesures ne sont pas exactement les mêmes 
chez tous les peuples, ni même chez ceux qui 
leur donnent les mêmes dénominations. 

Il y a encore plus de variation dans les mon- 
naies, qu'on distingue en livres, sous et deniers; 
les nations ont attaché à ces mots des valeurs 
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différentes, suivant le caprice des souverains, 
qui, dans cette partie' de l'administration, ont 
prodigieusement abusé de leur autorité. 

Les mesures du temps sont les plus uniformes 
et les mieux faites. Tous les astronomes s'accor- 
dent à diviser l'heure en soixante minutes, la 
minute en soixante secondes et la seconde en 
soixante tierces. Cette 'manière de mesurer est 
d'autant plus commode , que soixante a un grand 
nombre de diviseurs. 

Le peu d'uniformité dans les mesures, met 
continuellement dans la nécessité de faire des 
évaluations. Il faut chercher, dans les mesures 
qui sont familières, des expressions identiques 
avec les mesures qui ne sont pas connues. Si l'on 
nous parle de piastres et de florins , nous deman- 
dons combien ces monnaies valent de nos livres : 
ailleurs on demande combien le louis vaut de 
florins ou de piastres ? 

Tout le monde fait donc des évaluations. C'est 
même à des évaluations que se réduisent toutes 
les opérations que nous avons faites, et que nous 
ferons. Quand on fait une addition, c'est qu'on 
ne voit pas ce que valent en total plusieurs nom- 
bres exprimés séparément : on le voit dans la 
somme qui les comprend tous dans une seule 
expression. La somme est donc une évaluation 
faite. De même quand on fait une soustraction , 
on voit, dans le reste ce que vaut le plus grand 
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nombre après qu'on a soustrait le plus petit. Or, 
puisqu'on évalue, lorsqu'on additionne et qu'on 
soustrait, on évalue donc encore, lorsqu'on mul- 
tiplie et qu'op divise. En un mot , calculer n'est 
autre chose qu'évaluer. 

Si on ne regarde pas toutes ces opérations comme 
autant d'évaluations , c'est quç nous sommes por- 
tés à voir des choses différentes dans des noms 
difFérens : mais il faut que les commençans sa- 
chent qu'ils n'ont fait jusqu'ici que des évalua- 
tions ; car pour leur apprendre comment elles se 
font , je ne sais rien de mieux que de leur faire 
remarquer qu'ils en ont fait. Il ne restera plus 
qu'à lever les dif&cultés qui se rencontrent lors- 
qu'il s'agit d'évaluer des fractions. Commençons 
par un exemple qui n'en souffre pas. 

Si Ton vous demande quelle est la valeur de 

^ d'une toise, vous répondez cinq pieds, parce 
crue vous savez que -~ d une toise est -r- de six 

^ ^ SIX SIX 

pieds. 

Mais quoique vous sachiez qu'une livre vaut 
vingt sous, vous ne voyez pas avec la même fa- 
cilité quelle est la valeur de ^ d'une livre ; et 

* SIX 

vous avez besoin de transformer cette fraction , 
jusqu'à ce que vous arriviez à une fraction qui 
exprime en parties connues la valeur que vous 
cherchez. 

Or ^ d'un entier qui vaut vingt = -^ de cinq 
XVI. 9 
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entiers qui vaudi^ient vingt chacun; ou, en d'au- 

un 1 M. M. *^ t . oent 

très termes, z= — de cent, et -:- de cent = -r-. 

'six StX SIX 

Après avoir fait cette suite de propositions iden- 
tiques, vous n'avez plus qu'à diviser cent par six^ 

et vous trouverez, pour la valeur de — d'une 

1» • 1 quatre i, 

livre, seize sous plus^-: — d un sou. 

» SIX 

Il reste à évaluer cette dernière fraction., et 
vous ferez , comme vous venez de foire , une suite 

de propositions identiques. Vous direz donc ****** 



dix 



d'un sou = — ^ — de douze deniers = — de aua- 

aix , SIX ^ 

r •-- quarante-huit i •. tt- i 

rante-nuit = ^ — : = huit. Vous avez donc, 

SIX ' 

en parties connues^ dans seize sous huit deniers, 
la valeur de ^ d'une livre. 

SIX 

Ces opérations, quoique longues, s'abrégeront 
naturellement, parce que l'habitude du calcul 
apprendra bientôt à franchir plusieurs proposi- 
tions identiques. On se fera donc des méthodes 
abrégées dont on se rendra raison , et on aura 
l'avantage de ne pas calculer par routine. 

En eflfet , quand on se rappellera que vingt peut 

s'exprimer par ^^, on verra bientôt que tous les 
raisonnemens que nous venons de faire se ré- 
duisent à chercher l'évaluation de ^ de vingt, 

SIX *-' 

en multipliant l'une par l'autre les fractions ^ 
et 3^^ dont le produit ^ne laisse plus qu'une 
division à faire. 



DES CALCULS. l3l 

Cette opération ayant été abrégée, nous sau* 
rons évaluer une fraction de fraction, telle que 

deux 1 trois •« n t i.*i* 

— r de : car il ne faudra que multiplier ces 

trois quatre *- '^ 

deux fractions Tune par l'autre, comme nous 
avons multiplié l'une par l'autre ^ et ^^. En 

^ ^ SIX un 

effet , prendre les deux tiers de trois quarts , c'est 
prendre deux fois trois quarts ^ divisés par trois. 

r\, trois ^ trois ^ trois , ôx 

Or : trois = i — et ^ — x deux = 



quatre douze douze douze 



un 



. : l'évaluation de fraction de fraction se réduit 

deux 

donc à une multiplication. 

Il arrive souvent que la difficulté que nous 
avons à juger de la valeur d'une fraction, vient 
uniquement de ce qu'elle a pour numérateur et 
pour dénominateur de trop grands nombres. Par 
exemple , si l'on vous demandait la valeur de la 

r ^' quatre-vingt-seize «, >. 

traction— ^^ -? — - — dune livre, vous pour- 
cent quatrc-vmgt-douzc ' ^ 

riez ne pas voir d'abord que cette fraction est la 

A un 

même que -r — • 

Vous jugerez donc que , pour évaluer des frac- 
tions , il suffira souvent de substituer à leurs termes 
trop composés, des termes plus simples. Quand 
même cette substitution ne suffirait pas, vous con- 
cevez qu'elle est au moins un préliminaire : car 
plus les expressions seront simples , plus il sera 
facile d'en saisir la valeur. Il s'agit donc d'appren- 
dre à substituer à une fraction dont les termes 
sont trop composés , une fraction identique dont 
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les termes soient aussi simples qu'il est possible : 
c'est ce qu'on appelle réduire une fraction à ses 
moindres termes. 

Nous avons déjà fait de ces réductions , parce 
que tout le monde les sait faire , lorsqiie les ter- 
mes sont peu composés. Il n'y a personne qui ne 

voie que la fraction ^^^^^^ devient successive- 

huit quatre deux un d • 

^e^^ïiïS' TST'ii^' ^t q^^ dSï^" ^st 1 expressiqn 
la plus simple. 

Vous n'avez fait passer cette fraction par tant 
de transformations, que parce qu'à chaque fois 
vous n'avez divisé les deux termes que par deux: 
vous l'auriez fait passer à un moindre nombre , si 
vous aviez divisé par quatre; et, en divisant par 
seize ^ vous seriez afrivé du premier coup à l'ex- 
pression la plus simple. Vous jugerez donc que 
le plus grand commun diviseur est le plus propre 
pour réduire une fraction à ses moindres termes, 
et par conséquent il s'agit de le savoir trouver. 

^ .. 1 craatre-vinet-seize t j 

Soit, par exemple, -^-x — 7: . , » Les deux 

'F .F ' cent quatre-vingts 

termes de cette fraction ne peuvent pas avoir de 
plus grand commun diviseur que le numérateur 
quatre-vingt-seize ; mais la division a, pour reste, 
quatre-vingt-quatre ^ et par conséquent quatre- 
vingt-seize n'est pas le diviseur que vous cherchez. 
Cependac^t considérez que si le reste quatre- 
vingt-quatre divisait sans reste quatre-vingt-seize^ 
il diviserait également sans reste les deux termes 
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1 1 r_ *.• quatre-vingt-seize ••«■ • i i* 

de la fraction ^ . ^ . Mais, parce que la di- 

cent quatre-vingts - ' r T 

vision a un reste encore, et que ce reste est douze j 
vous répétez le même raisonnement , et vous dites : 
si douze divise quatre-vingt-quatre sans reste, il 
divisera également sans reste quatre-vingt-seize 
et cent quatre-vingts. Or cette division se fait sans 
reste. Douze est donc le plus grand commun di- 

• 11. 1 quatre-vinfft-scize -»» -i* 

Viseur des deux termes de ^ — ^ . ^ . Vous divi- 

cent quatre-vingts 

serez et vous réduirez cette fraction à -~?^ qui en 

quinze ^ 

«st l'expression la plus simple. 

Vous comprenez qu'il n'était pas bien difficile 
de trouver que la méthode, pour avoir le plus 
grand commun diviseur des deux termes d'une 
fraction, consiste à diviser d'abord par le numé- 
rateur, et ensuite par chaque reste successivement, 
jusqu'à ce qu'on arrive à un diviseur exact. Si l'on 
n'arrivait pas à une division sans reste , c'est que 
le numérateur et le dénominateur n'auraient que 
l'unité pour diviseur commun, et que par consé- 
quent on ne les saurait réduire à une expression 
plus simple. Alors on dit qu'une fraction est irré- 

ductible : telle est '^"^^'"«'^ . 

cent quatre-vingt-un 

Jusqu'ici nous avons développé dans ce premier 
livre toutes les notions fondamentales du calcul, 
et il sera d'autant plus facile de se les rendre fami- 
lières , que nous avons parlé un langage familier 
aux commençans : si ce langage n'est pas commode, 
c'est celui par où l'on a commencé, et il nous fait 



t34 I-A LANGtt 

sentir la nécessité d'un langage plus simple. Nous 
avons au moins l'avantage de n'avoir plus à trou- 
ver que de nouveaux signes pour dire, dans une 
nouvelle langue, ce que nous savons, et pour le 
dire de manière que nous puissions y découvrir 
ce que nous ne savons pas encore. Il est impor- 
tant, à chaque progrès que nous voulons &ire, de 
n'avoir qu'une chose à chercher; car si nous allons 
de connaissance en connaissance, ce n'est qu'une 
à une : il est rare que nous en puissions acquérir 
deux àla fois, et je doute même que cela soit jamais 
arrivé. Ceux qui se piquent d'avancer rapidement, 
passent successivement partout où nous passons, 
nous qui ne faisons que nous traîner; et ils ont 
souvent besoin de faire plusieurs pas quand nous 
n'en faisons qu'un , parce qu'ils ne prennent pas 
toujours le plus court. 



K/%f%Êi%/%'^t^/^-^ %^ ««/«'^ «><»'^ «/•(^•«/«/^^ 



CHAPITRE XIV. 



Du calcul avec les caillous. 



COMMENCEMENS DE l'aLGEBRE. 



Nous avons vu que le calcul avec les noms 
devient plus facile, lorsque les dénominations, 
faites dans l'analogie de la numération, décompo- 
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sent les nombres en unités de différens ordres : 
cependant, parce que nous sommes encore bien 
embarrassés des longues phrases, nous avons 
essayé, dans les chapitres précédens, d'en dimi- 
nuer au moins le nombre des mots; c'est sans 
doute par où l'on a commencé. 11 a été naturel de 
chercher à abréger le discours , avant de penser à 
substituer à des phrases des signes tels que des 
chiffres ou des lettres. On n'est arrivé aux der- 
nièi'es inventions que de proche en proche, encore 
sommes-nous souvent long- temps avant de saisir 
ce que nous avons sous la main. 

Les abréviations que nous avons faites sont d'un 
faible secours, et elles laissent subsister toutes les 
difficultés , lorsqu'il s'agit d'opérer sur de grands 
nombres. Comment , par exemple , multiplier trois 
dixaines de mille ^ plus deux mille ^ plus huit cents ^ 
plus sept dixaines^ plus cinq unités par neufmille^ 
plus six cents^plus quatre dixaines, plus trois uni-- 
tés? Notre mémoire nous permettra-t-elle d'em- 
ployer la même méthode que lorsque nous avons 
multiplié dix plus deux par dix plus deux. 

Les doigts ne seraient ici d'aucun secours , parce 
qu'il ne leur sera pas possible d'exprimer distincte- 
ment et à la fois deux nombres aussi composés, 
et cependant il faudrait que toutes les parties en 
fussent en même temps sous les yeux. Ce serait 
le seul moyen de soulager la mémoire, et tous les 
peuples l'ont senti. En conséquence ils ont subs- 
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titué aux doigts des signes plus commodes. Teb 
sont les caillons, d'où dérive le mot calcul. 

Mais comment les ont-ils employés? de diffé- 
rentes manières, sans doute; et la meilleure aura 
été celle des peuples dont la langue était bien faite, 
parce que l'analogie qui leur avait appris à faire 
avec les noms comme ils avaient fait avec les doigts, 
leur apprenait à faire de même avec les caillous. 
Ils considérèrent que les doigts, par l'ordre dans 
lequel ils sont disposés, exprimaient des unités de 
différentes espèces, et ils distribuèrent les caillous 
dans des rangs différens. Ce fut là une copie plutôt 
qu'une invention. Le seul inventeur est celui qui, 
k premier, imagina d'exprimer avec les doigts des 
unités de différens ordres : encore est-ce la une 
invention qui parait suggérée par la nature même. 

Traçons, sur une table, une suite de lignes ver*- 
ticales, et plaçons des caillous sur chacune : sur 
la première, qui sera le premier rang, les caillous 
signifieront des unités du premier ordre; sur. la 
seconde, ils signifieront des unités du second;'Sur 
la troisième, des unités du troisième, etc. Et, s'il 
y a des ordres d'unités qu'un nombre ne contienne 
pas, il y aura des rangs où on ne mettra point de 
caillous. Par exemple , pour exprimer cent deuXj 
on mettra deux caillous sur la première ligne, un 
sur la troisième, et point sur la seconde. 

Lorsque, par ce moyen, nous aurons exprimé 
j>iusieurs nombres, il sera facile d'en faire l'addi- 



/ 



DES CALCULS. iSy 

.iioiî, puisque nous n'aurons qu'à faire un tas de 
tous les caillons qui se trouveront dans des rangs 
correspondans. 

La soustraction ne sera pas pins difficile : il suf- 
fira d'ôter, de chaque rang du plus grand nombre, 
autant de caillons qu'il y en aura dans chaque rang 
correspondant du plus petit. 

Enfin , on ne trouvera pas de grandes difficultés 
dans la multiplication et dans la division; mais 
nousT traiterons plus particulièrement de ces opé- 
rations lorsque nous aurons substitué aux caillons 
des signes plus simples encore. Il suffit , pour le 
présent, de remarquer que, lorsque nous avons 
décomposé les nombres en unités de différens 
ordres, nous pouvons achever, en plusieurs opé- 
rations , ce qu'il ne serait pas possible de faire en 
une. Or, avec des caillons, les nombres se décom- 
posent d'une manière plus commode qu'avec les 
doigts et qu'avec des noms ; et au lieu de longues 
phrases, nous avons des signes simples qui rendent 
la mémoire inutile, puisqu'ils sont sous les yeux. 

Mais souvent on proposait des questions qu'on 
ne pouvait pas résoudre par les seules opérations 
que nous avons expliquées, parce qu'avant de 
calculer, il fallait raisonner sur les conditions 
qu'elles renfermaient ; et si elles étaient fort com- 
pliquées, elles engageaient dans de longs rai- 
sonnemens, dont on pouvait être fort embar- 
rassé. Ces sortes de questions sont proprement 
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cent quatre-vingt-quinze ^ Jbnt une somme égale 
à huit cent quatre-vingt-dix. 

Nous n'avons fait que traduire dans un nou- 
veau langage le langage dans lequel le problème 
avait été proposé; et nous prévoyons que cette 
traduction doit nous conduire à la solution du 
problème. 

Dans cette traduction, nous comparons Fex- 
pression des trois parts avec l'expression de la 
somme qu'elles doivent faire; or c'est dans cette 
comparaison que nous devons trouver la valeur 
de chaque part. 

Mais plus les expressions seront simples , plus 
il nous sera facile de saisir le rapport d'un mem- 
bre de cette comparaison à l'autre. Vous jugez 
donc qu'il faut réduire ces expressions au plus 
petit nombre des termes possibles. C'est ce que 
nous ferons, si nous additionnons les quantités 
partielles du premier membre, et si nous écri- 
vons trois fois la petite part -h quatre cent dix= 
huit cent quatre-vingt-dix. Voilà le problème ré- 
duit à l'expression la plus simple : il va se ré- 
soudre de lui-même. 

En effet, si vous ajoutez à chaque membre de 
cette comparaison — quatre cent dix ^ il est évi- 
dent qu'ils continueront d'être égaux, puisqlie 
vous ajoutez à l'un et à l'autre la même quantité. 
Ecrivez donc trois fais la petite part -+- quatre 
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cent dix — quatre cent dix = huit cent quatre- 
vingt-dix — quatre cent dix. 

Le premier membre se réduit à trois fois la 
petite part^ puisque -+- quatre cent dix et — qua- 
tre cent dix sont des quantités qui se détruisent ; 
et le second , après avoir soustrait quatre cent dix 
de huit cent quatre-vingt-dix^ se réduit à quatre 
cent quatre-vingts. 

Vous pouvez donc substituer l'expression trois 
fois la petite part =. quatre cent quatre-vingts h 
l'expression trois fois la petite part -h quatre cent 
dix = hui% cent quatre-^ingt-dix. 

Si maintenant vous divisez par trois les deux 
membres de cette comparaison, vous aurez la va- 
leur de la petite part dans la petite part ==' 

quatre cent qnatre-yinets 

-î ^. -2- =: cent soixante. 

trou 

Cent soixante est donc la part de la troisième 
personne. Par conséquent la part de la seconde 
est cent soixante + cent quinze = deux cent 
soixante- quinze ; et la part de la première est 
deux cent soixante-quinze plus cent quatre-vingts 
= quatre cent cinquante-cinq. Mais cent soixante 
-h deux cent soixante- quinze + quatre cent 
cinquante -cinq r= huit cent quatre-vingt-dix. 
Nous avons donc satisfait à toutes les conditions^ 
et le problème est résolu. 

Il y a deux choses à remarquer dans les rai- 
sonnemens que nous venons de faire, la pre- 
mière est que nous avons réduit la quantité com- 
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mune aux trois parts, à une seule et même^ ex- 
pression. Par-là nous n'avons eu qu'une inconnue 
à chercher, au lieu de trois que le problème pa- 
raissait renfermer; et les données traduites dans 
un langage plus simple, se sont offertes à nous 
dans une comparaison qui nous en a fait saisir les 
rapports. 

La première chose à faire, pour résoudre un 
pareil problème , est donc d'en traduire les don- 
nées dans une comparaison qui en soit l'exprès- . 
sion la plus simple; et vous jugez qu'il faut bien 
concevoir le problème qu'on vous propose, puis- 
qu'il n'en faut oublier aucune des conditions, 

La seconde remarque, c'est que, lorsqu'on a 
traduit les données dans l'expression la plus 
simple, il reste à substituer des expressions idei> 
tiques à des expressions identiques , pour décou- 
vrir , par une suite de comparaisons, la valeur de 
l'inconnue. 

Car lorsque vous comparez trois fois la petite 
vart plus quatre cent dix avec huit cent quatre- 
vingt-dix^ vous ne voyez pas encore quelle est 
cette petite part. Il la faut dégager des quantités 
connues, avec lesquelles elle est mêlée dans le 
premier membre, c'est-à-dire qu'il la faut con- 
server seule dans l'un des membres de la compa- 
raison, et faire passer dans l'autre toutes les 
quantités connues. Voilà comment vous êtes ar- 
rivé à une dernière comparaison, qui vous a 
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donné cent soixante pour la valeur de la petite 
part. 

Jusqu'à présent, je me suis servi du mot de 
comparaison j parce qu'il vous est connu, et que 
je crois devoir commencer par vous parler le 
langage que vous savez. Désormais j'emploierai, 
avec les mathématiciens, le mot adéquation : car 
ce qu'ils entendent par équation, n'est autre 
chose que ce que nous entendons nous«méroes 
par comparaison. Nous disons donc que pour ré- 
soudre un problème, il le faut traduire dans 
une équation simple qui en renferme toutes les 
conditions ; et qu'ensuite il faut procéder d'équa- 
tion identique en équation identique, jusqu'à ce 
qu'on arrive à une dernière équation, où l'in- 
connue , seule dans un membre , se compare avec 
les connues qu'on a fait passer dans l'autre. La 
petite part = cent soixante^ voilà l'équation qui 
est la solution de notre problème. 

Au reste , quand je dis qu'il faut traduire un 
problème dans une équation , c'est qu'il n'en faut 
qu'un pour traduire celui que nous nous sommes 
proposé. Lorsqu'il en sera temps, nous verrons 
pourquoi la traduction d'un problème demande 
souvent plusieurs équations. 

Pour contracter l'habitude du calcul, il fau- 
drait s'exercer sur un grand nombre de pro- 
blèmes. Mais on n'aurait que de la routine, et 
on calculerait sans savoir ce qu'on fait , si Ton se 
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pressait d'aller de problème en problème, avant 
d'avoir bien compris tous les procédés de la mé- 
thode. 

Or, pour bien comprendre tous ces procédés,' 
il ne suffit pas de les avoir compris une fois ; on 
ne les comprendra bien , qu'autant qu^ils seront 
devenus familiers. Car lorsqu'il s'agit d'opérer, il 
ne faut pas croire qu'on sache une méthode aus- 
sitôt qu'on la conçoit : on ne la sait , que lorsque , 
l'ayant méditée à plusieurs reprises , on s'est fait 
une habitude de la concevoir et de la pratiquer. 
Il est absolument nécessaire que tous les procé- 
dés s'o£&*ent à nous comme d'eux-mêmes, et que 
nous ne soyons pas obligés de les chercher. Par 
cette raison , je vais m'arrêter encore sur le pro- 
blème que nous avons résolu. La solution nous 
en étant connue , nous en observerons avec plus 
de facilité la méthode qui la donne ; et plus nous 
l'aurons observée, mieux nous la concevrons. 

Le premier procédé de cette méthode est de 
raisonner sur les conditions du problème pour 
les traduire dans une équation que je nomme 
fondamentale^ parce qu'elle est la première, et 
que c'est en raisonnant sur elle que nous arrive- 
rons à la solution du problème. 

Le second procédé prend le raisonnement à 
l'équation fondamentale , et nous conduit d'équa- 
tion identique en équation identique, jusqu'à 
une équation que je nomxa^ finale ^ parce qu'elle 
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est la dernière. Vous voyez que nous faisons 
notre langue peu à peu : c'est la meilleure 
manière pour la bien faire et pour la savoir 
bien. 

Si maintenant vous considérez l'identité de 
toutes les équations par où vous avez passé , vous 
reconnaîtrez dans chacune d'elles l'équation fon- 
damentale, qui prend de l'une à l'autre diffé- 
rentes transformations, pour devenir l'équation 
finale. La solution d'un problème se réduit donc 
à une équation qui se transforme ou se traduit 
successivement dans différentes expressions. C'est 
cette identité qu'il faut saisir, parce que c'est 
dans cette identité que consiste tout l'artifice de 
cette méthode. N'oubliez pas que, dans chaque 
équation , les deux membres sont une même 
quantité exprimée de deux manières. 

Nous avons résolu notre problème en cher- 
chant d'abord la part de la troisième personne : 
nous allons lé résoudre en commençant par 
chercher la part de la première. 

Ayant crfnsidéré que ce problème a trois con- 
ditions qu'il faut traduire dans une équation fon- 
damentale, nous remarquerons que nous pour- 
rons faire cette traduction lorsque nous aurons 
une même expression pour désigner la quantité 
» commune aux trois parts. Car il faut qu'ayant 
une expression qui désigne une des trois, nous 
n'ayons qu'à ajouter à cette expression ou qu'à 

XVL lO 
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3^ Trois secondes = huit cent quatre-vingt-dix 
— soixante-cinq ; 

/|® Trois secondes = huit, cent vingt^cinq; 

5- ,- ' 7 huit cent yingt-cinq 
® Une seconde = --r-2 — ^; 
trois ' 

6** Une seconde = deux cent soixante-quinze. 
Remarquez que la première solution domie, 

dans la division indiquée ^ —jj -^ , un ré- 
sultat plus simple que les deux autres, et que 
par conséquent c'est celle où nous avons le mieux 
commencé. L'expérience vous apprendra que le 
commencement n'est jamais une chose indifférente. 

En étudiant ces trois solutions, on achèvera 
de comprendre , dans la seconde ou dans la troi- 
sième , ce qu'on n'aura pas aissez compris dans la 
première; et les dernières solutions éclaireront 
d'autant plus, qu'on n'aura que la méthode à 
observer. • 

Alors on aura une idée exacte de ce que les 
mathématiciens entendent par analise. Car leur 
analise n'est autre chose que cette méthode, qui, 
par un premier procédé, traduit, dans une équa- 
tion fondamentale , toutes les données d'un pro- 
blème; et qui, par un second, fait prendre à cette 
équation unie suite de transformations, jusqu'à ce 
qu'elle devienne l'équation finale, qui renferme 
la solution. C'est-à-dire que l'analise, qu'on croit 
n'appartenir qu'aux mathématiques , appartient à 
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toutes les sciences, et qu'on analise de la même 
manière dans toutes , si dans toutes on raisonne 
bien. Voyez ma logique : elle contribuera à vous 
rendre cette méthode plq^ familière , et elle vous 
convaincra que Fanalise n'est que l'art de rai- 
sonner. 

' Quoique, dans les solutions précédentes, nous 
ayons beaucoup abrégé le discours, il est vraisem- 
blable que les personnes qui n'ont aucune habi- 
tude du calcul auront eu quelque peine à suivre 
lès raisonnémens que nous avons fsiits. Elles en 
sentiront mieux combien il est nécessaire , dans 
des questions compliquées , de se débarrasser de 
nos longues phrases , et de trouver , pour expri- 
mer nos raisonnémens, des signes simples qui 
en fassent saisir toute la suite sans effort. 
• On se sera occupé de cette recherche , beaucoup 
plus tôt qu'on ne pense , parce que les intérêts à 
traiter auront donné lieu de bonne heure à des 
questions difficiles à résoudre ; et , si l'oh consi- 
dère que les langues des premiers peuples savans 
n'ont pas été , comme les nôtres , formées par 
corruption d'une multitude de langues sans ana- 
logie entre elles, on jugera qu'elles auront été 
beaucoup plus propres au raisonnement , et que 
ceux qiii avaient le mieux médité les procédés de 
Tanalise auront été capables de résoudre bien 
des problèmes. Il est même vraisemblable qu'ils 
cherchaient quelquefois ceux où ils croyaient voir 
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de plus grandes difficultés, et qu'ils se les propo- 
saient comme par défi. 

Alors on sentit plus que jamais le besoin de 
soulager la mémoire , ou de la rendre même inu- 
tile ; et on reconni^ que, pour y réussir, il fallait 
écrire les raisonnemens avec des signes simples^ 
qui, parlant aux yeux plutôt qu'aux oreilles, en 
rendissent la suite permanente , et fissent toujours 
voir ce qu'on avait fait , et ce qui restait à faire. 
De tous les signes jusqu'alors connus, les 
cailloux paraissaient les plus propres à retracer 
ainsi nos raisonnemens ; et je juge , par cette rai- 
son, qu'avant d'en chercher d'autres, on essaya 
de les employer à cet usage. Il est naturel aux 
hommes de s'en tenir long-temps aux inventions 
dont ils se sont &iit une habitude : il leur est même 
naturel de se refuser d'abord à de plus commodes. 
On conçoit comment avec des cailloux, aux- 
quels on ajouterait ou dont on retrancherait des 
quantités exprimées avec d'autres cailloux, on 
pourrait traduire, dans une équation fondamen- 
tale , les données d'un problème : on conçoit en-^ 
core comment , cette équation étant trouvée , on 
en exprimerait avec des cailloux toutes les trans* 
formations. Il n'y a qu'à imaginer des cailloux à 
la place des noms que nous avons employés. Peut- * 
être aura-t-on distingué les cailloux par la forme, 
, peut-être par la situation respective, peut-être 
par l'une et par l'autre ; il est iqutile de se perdre 
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ici en conjectures. Mais je pense qu'on a eu 
occasion de résoudre des problèmes par cette 
voie, long-temps savant l'invention des caractères. 

Lorsque , dans la suite , l'usage de quelques 
caractères, tels que qeuiL de l'alphabet, se fut in- 
troduit, on imagina vraisemblablement de s'en 
servir pour distinguer les cailloux; et en consé- 
quence on en grava sur chacun. On dit donc le 
caillou a, le caillou b , le caillou c : bientôt, pour 
abréger ,^ on dit simplement a, é^ c; et de la sorte 
ayant substitué naturellement, et sans l'avoir pro- 
jeté, des lettres aux cailloux, on vit qu'on pou- 
vait résoudre des problèmes avec des caractères 
fort simples. Il ne resta plus qu'à substituer aux 
mots plus ^ moins ^ identité, des signes équivalens 
à ceux que nous avons employés. Voilà l'algèbre 
qui commence : si nous l'appliquons à notre pro- 
bjlème, nous jugerons de sa simplicité. 

Sent donc a = cent quinze , b = cent quatre^ 
vingts, c = huit cent guatre-vingt^dùv, et nom- 
mons X l'inconnue , que je suppose être la petite 
part. Avec ces expressions nous écrirons l'équa- 
tion fondamentale, x + x + a + x+a + b 
=33 c. Si nous réduisons le premier membre, elle 
devient trois x •+• deux a •+• ^ == c ; et elle devient 
trois X zuzzdi deux a -^ é, si nous faisons passer 
toutes les connues du même côté : enfin , lorsque 
nous divisons par trois, nous arrivons à l'équation 
finale x = ^- /^?"" . . substituez maintenant 

trois 
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aux lettres a , ^ ^ c , les quantités qu'elles expri- 
ment , et vous aurez la valeur de la part x. 

En substituant les lettres aux noms , on ne vou- 
lait que simplifier les raisonnemens , et on a 
trouvé plus qu'on ne cherchait , je veux dire la 
solution de plusieurs problèmes dans la solution 

d'un seul. Car x = ""^ ^^^ est une exprès- 

sion générale , qui résout tous les problèmes sem- 
blables, parce que a^ by c peuvent exprimer 
toutes sortes de nombres. Nous en traiterons 
ailleurs. 



CHAPITRE XV. 

De l'invention des caractères de la numération , on de 

l'invention des chiffres. # 

C'est la simplicité qui donne du prix à tout. Le, 
génie même n'est qu'un esprit simple , fort simple, 
quoiqu'on ne s'en doute pas. Aussi est-il rare que 
nous cherchions la simplicité. Lorsqu'on nous la 
montre, nous sommes tout étonnés qu'on n'ait 
pas commencé par elle , et cependant ce n'est ja- 
mais par elle que nous commençons. L'ignorance 
complique tout. Or je distingue deux sostes d'igno- 
rance , celle des siècles barbares et celle des siècles 
polis. 

L'ignorance des siècles barbares est un état de 
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stupidité, où l'homme, incapable de s'instruire 
par sa propre expérience, sans règles, sans in- 
vention, sans arts, n'est mu que par ses préjugés, 
et ne sait pas observer les causes qui le meuvent. 
Combien de peuples paraissent condamnés à crou- 
pir dans cette ignorance ! combien de temps il a 
fallu pour nous en arracher nous-mêmes, en 
quelque sorte malgré nous! Enfin nous en sommes 
sortis, et nous voilà dans l'ignorance des siècles 
polis, ou moins stupides; nous le sommes encore 
à bien des égards. 

En effet, si nous avons des connaissances , nous 
ignorons comnïent nous les avons acquises : nous 
n'en savons observer ni les commencetnens ni les 
moyens ; et nous aimons mieux nous croire des 
génies inspirés, que de bons esprits qui s'instrui- 
sent naturellement par l'observation et par l'ex- 
périence. Dans nos siècles de barbarie, rien ne 
nous étonnait : dans nos siècles polis, nous nous 
étonnons nous-mêmes; et nous voulons étonner 
les autres. 

Cependailt la manie de se singulariser déna- 
ture les meilleurs esprits, parce que plus on 
s'écarte de la simplidité , plus on s'écarte du vrai : 
les règles alors nous paraissent des entraves : nous 
n'en voulons point, et nous faisons comme si 
nous n'en avions pas. 

Il semble donc que nous voulions tout ramener 
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k ces temps grossiers, où les hommes n'avaient, 
pour se conduire , que des usages qui les égaraient. 
Nous ne voyons pas que les lumières n'ont pu se 
répandre , qu'autant que nous nous sommes fait 
des méthodes pour observer, pour parler , pour 
écrire, pour raisonner. Nous aimons mieux nous 
représenter les sciences comme une carrière qu'on 
a franchie au moment qu'on se présente à la 
barrière : car, d'après cette façon de penser, nous 
nous croyons instruits, sans avoir £ût des études, 
et c'est là le dernier terme de l'ignorance des 
siècles polis. 

Ce n'est pas à nous à courir dans la carrière des 
sciences : nous sommes bien plutôt £ûts pour 
nous y traîner, cotaome des enfains qui apprennent 
à marcher, et dont les mains ont continuellement 
besoin d'un appui. Je préviens donc que je conti- 
nuerai d'être simple, jusque-là que je marcherai , 
s'il le faïut, avec les mains. 

Si , comme je l'ai prouvé ailleurs, les langues 
sont autant de méthodes analitiques, la plus 
grande simplicité en ferait la plus grande perfec- 
tion; et nous allons voir qu'avec cette simpli- 
cité, elles nous mettraient maturellement dans le 
chemin des découvertes* 

Dans la numération , les dif£»ens oidres d*uni- 
tés forment une progression décuple , c'esl-àb«dîre 
une progression où chaque ordre contient dix 
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fois celui qui le {)|récède immédiatement; dix e^ 
décuple ai un , cent de dix^ etc. 

Supposons une langue formée sur ce modèle ^ 
et dans laquelle par conséquent les dénomina* 
tions données aux nombres marquent cette pro- 
gression décuple aussi sensiblement que la numé- 
ration même. Il faudra pour cela que , dans cette 
langue, après avoir dit dix plus neuf^ on dise 
deux dix, qu'après avoir dit deux dix plus^neufj 
on dise trois dix y et ainsi de suite. 

Il est vraisemblable , comme je l'ai déjà dit , 
que cette langue a existé. £n effet, quand on 
commençait à compter avec dés noms, il était 
naturel de suivre, dans ce langage , la mémç ana- 
logie qu'où avait suivie dans la numération avec 
les doigts. Cette analogie pouvait seule guider des 
hommes qui parlaient pour être entendus, et ce 
n'était pas pour eux une chose arbitraire de a^n 
éearter, ou de s'y conformer. 

Si le peuple qui parle cette langue empruntait 
pour le calcul les caractère^ d'un peuple dont la 
langue, toute différente, n'aurait pas la même 
simplicité, alors il sentirait d'autant moins cette 
analogie, que les caractères qu'il aurait adoptés 
lui seraient plus étrangers. L'art^ll^ calculer de- 
viendrait pour lui. une étude où il aurait- tout à 
apprendre; et il ferait bien des efforts pour se 
£aimiliariser avec une méthode compliquée , tandis 
qu'il aurait pu lui-même en trouver une plus 



l56 LA LANGUE 

simple. Les nations s'éclairent^ sans doute , en 
se communiquant leurs connaissances : elles s'ë- 
claireraient mieux encore , si , au lieu d'adopter 
le même langage dans les sciences et dans lés 
arts , chacune s'en faisait un d'après l'analogie de 
sa langue. Des mots étrangers sont souvent mal 
entendus. Comme on en ignore la première, ac- 
ception, on dispute siu* ces mots en croyant dis- 
puter sur des choses, et on croit s'instruire , lors- 
qu'on ne se fait que des idées fausses ou confuses. 
Voilà pourquoi l'histoire de tous les siècles 
connus nous représente les peuples dans un état 
pire que l'ignorance. Avant èes siècles , il y a eu 
des temps , dont il ne reste aucune tradition, où 
l'homme était ignorant : mais il ne s'était pas fait 
epcore un art de déraisonner, et la nature pou- 
vait au moins l'instruire , et elle l'instruisait. 

#e le répète : il faudrait que chaque peuple par- 
lât les arts et les sciences comme il les aurait 
parlés s'il les avait inventés lui-même. En effet, 
si le peuple que nous supposons, au lieu d'em- 
prunter pour le calcul des caractères étrangers \ 
en inventait lui-même , il les imaginerait d'après 
l'analogie de s^ langue, et par conséquent il les 
chercherait iRs l'analogie même de la numéra- 
tion. Voyant alors que , pour exprimer dix , il 
lui sufi&t de fermer le petit doigt et de tenir ou- 
vert le doigt suivant , il s^apercevrait que , pour 
exprimer le même nombre avec des caractères, 
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il n'a qu'à copier ceux que sa main lui offre. / re- 
présenterait donc un doigt ouvert; o, que nous 
nommons zéro , représenterait un doigt fermé; et 
ces deux caractères , employés comme on le voit 
ici, lo, signifieraient dixi Alors il y aurait la plus 
grande analogie entre la numération avec les ca- 
ractères et la numération avec les doigts , puisque 
l'une serait la copie de l'autre , et que , dans toutes 
deux, les nombres croîtraient également en pro- 
gression décuple : i, lo, loo, un, dix, cent. 

Cette découverte s'offrait d'elle-même, et elle 
ne demandait pas de grandes recherches , puis- 
qu'il suffisait d'observer comment on comptait 
avec les noms et avec les doigts. Mais aujourd'hui 
que nos langifes. nous cachent le commencement 
de tout, et qu'elles ne nous apprennent qu'à dé- 
raisonner, nous sommes étonnés qu'on l'ait faite, 
et nous admirons d'autant plus les inventeurs , 
que nous croyons valoir davantage , quand nous 
faisons connaître que nous sentons ce qu'ils 
valent. 

Nous tenons des Arabes , les Arabes des Indiens, 
et peut-être les Indiens de quelque autre peuple, 
Jes dix caractères 1,2,3,49^96,7,8,9,0, un, 
deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, 
zéro. Sans doute ils auront été tracés en combi- 
nant différemment le signe de l'unité 1 ; mais leur 
première forme ne subsiste plus. 

Ces caractères se nomment chiffres y et l'art de 
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les employer au calcul se nomme arithmétique. Ils 
doivent à leur simplicité des avantages c(ue- l'usage 
nous apprendra. Il suflBit de remarquer ici qu'ils 
ont sur les cailloux celui de hâter les opérations, 
qui étaient retardées par la nécessité de compter 
combien il y avait de cailloux dans chaque*rang. 

Tout le monde connaît les caractères romains , 
et chacun peut éprouver combien ils sont peuoooh 
modes. Cest qu^ils n*ont pas assez d'analogie avec 
la manière dont se hit la numération. Il semble 
que « quand on les a imaginés , on diercfaait moins 
des signes pour cmnpter, que des abréviations 
pour exprimer des comptes laits. 

I^es Grecs calculaient avec les lettres de leur 
alphabet > et ib les employaient de tirois manières : 
c^est une preuve qa*iis n'ont pas connu la meil» 
ieure; ib sV seraient tenus > et n'en auraient eu 
qu*une. 

I4es Grecs et les Romains croyaient , oomme 
noul« aux génies inspirés. Ymlà pourquoi les 
Roiuuins n'ont rien trouvé; et que les foecs, 
qui étaient £ùts pour inventer, ont laissé des dé- 
couvertes à dire* 

Les langues prànitives^quoîque bornées.» étaient 
mieux Élites que les nôtres > et elles avaient Tavan» 
tage de montrer sensibtemetit le conraencemcnt 
et la géuératioQ des connaissanees acquises. Elles 
mettaient vlonc sur la voie de Finvention. liCS 
peuples inventeurs^ en réflécittssaai sur leurs 
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langues, voyaient dans l'analogie comment ils 
s'étaient instruits , et comment ils pouvaient s'ins- 
truire encore. Mais où, et quand ont existé ces 
peuples? 

L'arithmétique dont nous nous servons n'est 
pas fort ancienne en Europe ; elle n'y est connue 
que depuis la fin du dixième siècle. Les Européens 
n'étaient pas capables de faire cette découverte , 
parce ^u'en aucun temps les langues qu'ils ont 
parlées ne les y conduisaient. 

Il faut, donc, pour inventer les meilleures mé- 
thodes , que la langue qu'on parle soit une bonne 
méthode elle-même , ou du moins il en faut con- 
naître les défauts, et savoir y suppléer; c'est k 
quoi l'on ne réussira qu'avec le secours d'une 
excellente métaphysique. Mais malheureusement, 
quand les langues sont compliquées , la métaphy- 
sique se complique : et cependant la plus grande 
simplicité , à laquelle si peu d'esprits sont capables 
d'atteindre, en faisait toute la perfection, comme 
elle en fait toute la difficulté. 



CHAPITRE XVL 

Observations sur les méthodes que nous avons trouvées. 

Je l'ai déjà répété., et je le répéterai encore, . 
c'est la nature qui est notre premier maître. D'où 
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je conclurai que l'unique moyen d'inventer est de 
faire comme elle nous apprend à faire. 

La première méthode du calcul est dans les 
doigts de nos mains : toutes les autres méthodes 
viennent de celle-là , ou plutôt elles . ne sont que 
cette première méthode, qui se transforme pour 
devenir successivement chacune d'elles. Car, si les 
signes changent, l'analise est toujours la même, 
et elle se fait avec des chiffres et avec des tettres, 
comme elle se fait avec les doigts. Mais , parce que 
les signes différens oi^t été trouvés dans des temps 
différens, on'traite les méthcMles qui se font avec 
différens signes, comme si elles étaient autant de 
ihéthodes. tout-à-fait différentes. On ne voit donc 
plus d'analogie entre elles, et voilà pourquoi nos 
livres élémentaires paraissent si souvent faits de 
pièces et de morceaux. 

En effet, quand on ne voit pas cette transfor- 
mation dont je parle, chaque méthode nouvelle 
paraît plus nouvelle qu'elle ne l'est. On la traite 
donc avec de nouveaux principes : on nous forc^ 
à faire des études qui ont à peine quelques Rap- 
ports avec celles que nous avons faites; et nous 
ne trouvons tant de difficultés à nous instruire, 
que parce que les maîtres en trouvent beaucoup 
à se faire entendre. 

Alors jugeant des méthodes par les efforts que 

.nous faisons pour les comprendre, nous nous 

imaginons, que les inventeurs ont fait de grands 
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efforts eux-mêmes , et qu'ils ont eu une métaphy- 
sique fine, subtile, à laquelle il est bien difficile 
d'atteindre. Nous nous trompons : ils en avaient 
une meilleure. Elle était simple , aussi simple que 
celle que nous avons employée ; et elle ne deman- 
dait point d'efforts, parce que la bonne métaphy- 
sique n'en demande pas. Elle ne vous apprend que 
ce que vous faites naturellement, et vous la sauriez 
mieux que Locke , si vous saviez vous^ observer. 

Si, pour découvrir la métaphysique du calcul, 
j'ai commencé par observer comment nous cal- 
culons avec les doigts , c'est que j'ai pensé que le 
germe de la métaphysiqiie des inventeurs est là , 
ne peut être que là; et c'est avec la confiance que 
me donne cette vérité , que j'ai osé entreprendre 
de les suivre dans leurs découvertes, et de les re- 
tire d'après eux. Cette entreprise, dans laquelle 
je me suis engagé lorsque je n'avais encore au- 
cune connaissance de l'algèbre, paraîtra sans doute 
téméraire de ma part ; mais je prie le lecteur de 
suspendre son jugement, et d'observer la marche 
que je tiendrai. 

Parce que nous avons dix doigts , nous comp- 
tons par dixaines. Un peuple qui en aurait six à 
chaque main , compterait par douzaines ; et il 
compterait par vingtaines , si à chaque main il 
avait dix doigts. On peut faire à ce sujet tout 
autant de suppositions qu'on voudra.' 

Mais quelques suppositions qu'on fasse, les 

XVÏ. 1 1 
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méthodes du calcul , toujours les mêmes au fond , 
ne paraîtront différentes qu'à ceux qui les ob- 
serveront superficiellement. Qu'importe en effet 
de compter par dixaines , par douzaines , par 
vingtaines, si toujours , d'après les mêmes règles , 
on fait les mêmes opérations ? Tout l'art consiste à 
ouvrir et à fermer les doigts dans différens ordres, 
ce qui s'exécute de la même manière , quel qu'en 
soit le nombre. 

Aux doigts on substitue d'autres signes, qui 
éfant plus simples les mus que les autres, por- 
tent la méthode à différens degrés de simplicité. 
Qr, en considérant la méthode par rapport à ces 
degrés, on en distingue d'autant d'espèces qu'on 
imagine de moyens propres à la simplifier de 
plus en plus : mais il faut toujours se souvenir 
que ces espèces ne sont , daus le principe , qu'une 
seule et même méthode. . 

L'invention de ces moy ensi , voilà donc oe qui 
fait toute la perfection des méthodes. Or com- 
ment les inventer? Je réponds que nous irons 
du connu à l'inconnu , comme nous allons d^ns 
toutes les découvertes que nous sommes capables 
défaire. C^est ainsi que se sont conduits les inven- 
teurs. Ils peuvent (lous cacher le chemin qu'ils 
ont tenu : il se peut aussi qu'ils l'aient quelque- 
fois suivi à leur insu ; mais il n'y en a p^s deux : 
ainsi , soit qu'ils le cachent , soit qu'ils ne sachent 
pas le montrer, ils ont tous suivi le même. 
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Donc, si nous savons observer, nous appren- 
drons, comme eux, à simplifier; et, en simpli- 
fiant, nous arriverons de proche en proche aux 
découvertes les plus éloignées. Car, et je l'ai déjà 
dit, Fanalogie qui fait les langues fait les métho- 
des, et la méthode d'invention pe peut être que 
l'analogie même. Il est donc évident que les moyens 
que la nature nous a donnés étant les premiers 
connus , doivent nécessairement conduire à tous 
ceux qu'on a inventés, si nous raisonnons, pour 
trouver ceux que nous ne connaissons pas encore, 
comme nous avons fait pour trouver ceux que 
nqus connaissons. Mais ce qui est bien cap^Ie 
de nous arrêter» c'est que nous sommes a$se;z; ig^Çr 
rans on assez vains pour nous flatter, et. surtout 
p^ur vouloir faire pensçr que nous arrivpz^ aux 
découvertes eu franchissant de grands iptie^s^U^s; 
et cependant il faudrait, a^ec plus de jugement, 
avoir l'humilité de croire et d^ laisser crçire que 
notre esprit ne franchit jamais rien. 

Toutes l^s méthodes ont doue été trouy,é|Çs de 
la .n)ême maj:)ière. . La demièri) qu'on découvre 
nous approche iç}'une autre qui est h d4^ouvri^;,et, 
par l'aualogie qui est eutre elles, il sexoblç qu'on 
ne voie dans toutes qu'une maiu?^ dont les doigts 
s'ouvre^àt et se ferme^^it. 

On n'aura de la peine à saisir cçftte véri|,é fg^ 
parce qu'en général nous n^ connaissons pas asçç2^ 
notre esprit. Nous n'en savons pjas apprécier' les 
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forces, et nous ne cloutons pas des moyens qui 
peuvent les accroître. Ce dont nous aurions sur- 
tout besoin 9 c'est une méthode qui nous apprit à 
le régler. Â.lors il me semble que tout ce qui nous 
serait possible nous deviendrait facile» Faut-il s'é- 
tonner qu'avec des télescopes on ait découvert les 
satellites de Jupiter? Or une bonne méthode est un 
télescope avec lequel on voit ce qui échappait à 
l'œil nu. Voilà à quoi les inventeurs doivent tout; 
et c'est proprement la méthode qui invente, 
comme ce sont les télescopes qui découvrent. 

Les géomètres penseront sans doute que j'ai fait 
commencer beaucoup trop tôt l'analise et l'algè- 
bre ; mais il est certain qu'ils les font commencer 
eux-mêmes beaucoup trop tard. Ils regardent 
communément comme inventeurs de ces métho- 
des ceux qui les premiers en ont donné des traités. 
Il serait tout aussi r^onnable de penser que les 
premiers grammairiens ont été les inventeurs des 
langues. 

Quoique les hommes raisonnent communément 
assez mal, il faut convenir que, dans le temps 
même de la plus grande ignorance, ils faisaient 
quelquefois de bons raisonnemens ; et, à l'origine 
des premières sociétés, ils ont mieux raisonné que 
nous ne faisons aujourd'hui. Premièrement ils 
avaient le plus grand intérêt à ne pas se tromper, 
parce que les connaissances dont ils avaient besoin 
étaient pour eux de la première nécessité. En se- 
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cond lieu, tout, jusqu'à leur ignorance, leur faisait 
sentir que Tobservation pouvait seule leur donner 
ces connaissances; et , s'il leur arrivait d'avoir ob- 
servé superficiellement, l'expérience, qui les aver- 
tissait bientôt de leurs erreurs , les ramenait à de 
nouvelles observations, et les formait peu à peu 
dans l'art de raisonner. Ils apprenaient donc à ré- 
soudre des questions, et par conséquent ils appre- 
naient l'analise. 

Mais , dira-t-on , cela peut être vrai d'une analise 
métaphysique, et il s'agit ici d'une analise mathé- 
matique. Je réponds que je ne connais qu'une 
seule analise, et que je ne sais pas ce qu'on veut 
dire quand on en distingue de plusieurs espèces. 
A la vérité, le métaphysicien et le mathématicien 
ne tiennent pas le même langage lorsqu'ils anali- 
sent; et, parce qu'ils ne tiennent pas le même 
langage , on a cru qu'ils ne font pas la même chose. 

Il y a, comme nous l'avons vu, deux procédés 
dans l'analise mathématique : par le premier, on 
raisonne sur les conditions d'un problème, on 
n'en oublie aucune, et on le traduit dans l'expres- 
sion la plus simple; par le second, oh va d'équa- 
tion en équation jusqu'à la solution qu'on cherche* 
. Il y a également deux procédés dans l'analise 
métaphysique : par le premier, on établit l'état de 
laquestion, c'est-à-dire, en d'autres termes, qu'on 
raisonne sur les conditions, qu'on n'en oubliç 
2|ucune, et qu'on les traduit dans l'expression Ijj; 
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plus simple; par le second, on va de proposition 
identique en proposition identique , jusqu'à la con- 
clusion qui résout la question, ce qui est encore^ 
en d'autres termes, aller d'équation identique en 
équation identique, jusqu'à l'équation finale. 

L'analise métaphysique et l'analise mathéma- 
tique sont donc précisément la même chose, et 
par conséquent elles ne sont qu'une seule et même 
analise. Seulement il faut remarquer que, par la 
nature des idées, ou plutôt par la nature de nos 
langues, qui, sur toute autre chose que les nom- 
bres, ne nous donnent que des notions mal déter- 
minées, l'analise est infiniment plus difficile eu 
métaphysique qu'en mathématique. Mais enfin , 
dans l'une et l'autre science, on fait la même chose 
toutes les fois qu'on analise, si l'on analise bien. 

L'analise est donc aussi ancienne que les com- 
mencemens de l'art de raisonner : elfe remonte à 
nos premières connaissances; et, à proprement 
parler, elle n'a point eu d'inventeur, parce que 
c'est la nature qui nous en a donné les premières 
leçons. 

Nous ne pouvons pas même douter qu'on ne 
Tait 2q)pliquée de bonne heure à des questions 
purement mathématiques ; car de pareilles ques- 
tions s'offraient d'elles-mêmes parmi des citoyens 
qui avaient des intérêts à régler. Mais, parce qu'a- 
lors elle rie se faisait pas encore avec des signes 
algébriques, et qu'en mathématiques, comme en 
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métaphysique, elle ne pouvait se faire quavec 
des phrases de mots , les géomètres ne yment point 
d'analise dans ces temps reculés, où ils ne voient 
point d'algèbre; et Ton n'en sera pas étonné, si 
l'on considère qu'ils confondent volontiers ces 
deux choses. 

Il est donc démontré que je n'ai pu faire com- 
mencer Tanalise trop tôt. L'algèbre est sans doute 
postérieure : cependant je la crois plus ancienne 
qu'on ne pense. On a dû la chercher aussitôt que 
des questions trop compliquées ont fait seiitir le 
besoin de substituer à de longues phrases des 
signes simples, et propres, par leur indétermi- 
nation , à exprimer des quantités de toute espèce. 
Si l'analise n'a point eu d'inventeurs, l'algèbre 
en a eu plusieurs à-la- fois, ou en différens temps: 
mais, parce que chacun d'eux faisait un mystène 
de sa méthode , il est arrivé que l'algèbre a paru 
récente, quoique les algébristes fussent anciens. 
Il ne faut donc pas croire qu'elle n'ait commencé 
que lorsque des traités* l'ont rendue publique. 

Il est vrai que c'est ainsi que nous l'avons 
connue, parce que nous l'avons apprise des Ara- 
bes, et que, si nous l'avons perfectionnée, nous 
ne l'Avons pas inventée. Il paraît que parmi les 
philosophes grecs, quelques-uns ne l'ignoraient 
pas. Ils pouvaient l'avoir trouvée , comme il est 
vraisemblable qu'on l'avait trouvée avant eux: 
mais ils ne l'ont pas enseignée publiquement. 
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Au reste Talgèbre a été, dans tous les temps, ce 
qu'elle est aujourd'hui, je Teux dire l'art de subs- 
tituer , dans le calcul , des signes indéterminés à 
de Icmgues phrases : il ne peut pas y en aroir 
deux. Il est vrai que les opérations peuvent se 
faire avec des signes difFérens : mais la différence 
des caractères ne foit rien à la chpse , c'est leur 
indétermination qui constitue l'algèbre. 

J'ai supposé qu'on a tout-à-coup désigné , par 
de pareils caractères , les connues comme les in- 
connues; et cependant cet usage est tout- à- fiait 
nouveau parmi nous. Mais il faut remarquer que 
la méthode d'invention a une marche plus rapide 
que les inventeurs. Pour en juger , il ne faut pas 
observer comment on a fait une découverte, il 
faut plutôt observer comment on l'a pu ÙLive. Qr, 
<lès qu'on a vu qu'on se débarrassait de longues 
phrases, en désignant les inconnues gardes signes 
simples, on a pu remarquer aussitôt, quoique 
peut-être on l'ait fait plus tard , qu'on se débar- 
rasserait d'autres phrases encore, si l'on désignait 
toutes les connues par* des pareils signes; et je le 
suppose parce que l'analogie conduisait naturel- 
lement de l'un k l'autre. On trouvait même dans 
ce nouvel usage un avantage qu'on pouvait 
n'avoir pas prévu : c'est qu'un seul problème ré- 
solu donnait la solution de tous les problèmes 
semblables. 

J'ai supposé encore qu'on a su de bonne heure 
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exprimer avec les doigts des mutés de différens 
ordres, et je l'ai supposé parce que Taualogie y 
conduit d'elle-même. Car dès que uos dix doigts 
nous font contracter Thabitude de compter par 
dixaines, tout aussitôt ils nous font remarquer 
des unités de différens ordres. Or, puisque nous 
n'avons compté jusqu'à dix , que parce que cha- 
que doigt a été le signe d'une unité simple, pour- 
quoi, lorsque nous connaissons des unités de 
différens ordres, chaque doigt ne deviendrait- il 
pas le signe d'une unité différente? pourquoi 
n'imaginerais-je pas d'exprimer avec le petit doigt 
des unités simples, avec le suivant des unités de 
dixaines , et ainsi de suite ? L'une de ces inven- 
tions ne mène-t-elle pas à l'autre ? Au moins ne 
niera-t-on pas qu'on ait pu commencer ainsi. Cela 
me suffit , et je suis en droit de le supposer ; car il 
m'importe bien moins de connsdtre 1^ plus long 
chemin qu'ont pris les inventeurs, que le plus 
court qu'ils auraient pu prendre. 

Si les inventeurs observaient comment ils ont 
fait des découvertes , ils sauraient comment ils en 
peuvent faire encore. Alors ils verraient que, 
lorsque l'analogie les conduit, elle les conduit 
bien , et que par conséquent c'est à elle seule à les 
conduire. Mais lorsqu'ils n'ont pas assez étudié 
cette analogie, s'ils la suivent, c'est souvent à leur 
insu, et dès-lors il est naturel qu'ils ne la suivent 
pas toujours. Voilà pourquoi, après avoir avancé 
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comme à pas de géant, on les voit s'arrêter tout 
à coup y laisser échapper des découvertes faciles , 
ou s'égarer dans des détout^ longs et fatîgans. 

C'est à l'analogie à nous découvrir toutes les 
méthodes qu'il est possible d'inventer; et c'est 
à quoi nous ne réussirons qu'autant que nous 
passerons d'une méthode analogue à une méthode 
analogue, sans nous piquer jamais d'en franchir 
aucune. 

Qr,si les opérations, quand on calcule, se font 
sur les idées, ce sera dans l'analogie des idées 
mêmes qu'il faudra chercher les méthodes : au 
contraire, il faudra chercher les méthodes dans 
l'analogie des signes , si c'est sur les signes que se 
font les opérations. * 

Mais j'ai fait voir que les opérations ne se font 
que sur les signes; et Tisllgèbre en est une preuve 
bien évidente. En effet , qu'on nous donne une 
équation, telle que x + a — b •=: c^ nous la 
transformerons sans avoir besoin de savoir ce que 
signifient les lettres dont elle est formée. Si nous le 
savons, nous n'y penserons pas; et ce ne sera 
qu'après l'opération faite que nous substituerons 
aux lettres leurs valeurs. Voilà pourquoi j'ai dit 
que toutes ces opérations sont purement mé- 
caniques. 

Tl en est de même lorsque le calcul se fait avec 
des chiffres. Il est vrai qu'alors nous croyons, avec 
fondement, opérer sur autre chose que les chiffres, 
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parce qu'en effet nous opérons en même temps 
sur les noms que nous ayons donnés aux nombres, 
et auxquels nous sommes dans l'habitude de pen- 
ser : mais ces noms , comme les chiffres ^ ne sont 
que des signes. 

Sans doute que , lorsque nous avons opéré sur 
les signes, nous avons les mêmes résultats que si 
nous avions opéré sur les idées mêmes, et voilà 
ce qui nous fait illusion. Mais, en arithmétique 
comme en algèbre, nous ne pensons aiux idées 
qu'après que le calcul est achevé. Qu'on me pro- 
pose, par exemple, de partager cent livres entre 
dix ouvriers. Que diviserai-je ? Cent livres par dix 
ouvriers? Que signifierait ce langage : Diviser des 
livres par des ouvriers? Cependant je ne me re- 
présente ici l'idée de cent que dans cent livres, et 
l'idée de dix que dans dix ouvriers; et par consé- 
quent lorsque, pour diviser , je laisse les ouvriers 
et les livres , il ne me reste plus que les mots cent 
et dix. Il est vrai que, parce que ces mots sont 
des signes généraux , noua les appelons par exten- 
sion idées générales 1 et cela prouve que ce ne sont 
proprement que des signes. Il est donc démontré 
qu'avec quelques signes que se fassent les calculs, 
les opérations en sont toujours mécaniques. 

On conclura peut-être, et on croira me faire une 
objection, que les idées générales de la métaphy- 
sique ne sont pas proprement des idées, qu'elles 
ne sont que des signes, et que par conséquent les 
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raisonnemens d'un métaphysicien sont des opé- 
rations mécaniques, comme les calculs d'un ma- 
thématicien. Cçla est vrai : personne n'est plus 
convaincu de cette vérité, que mon expériepce me 
confirme tous les jours. Je sens que, lorsque je 
raisonne , les mots sont pour moi ce quç sont les 
chiffres ou les lettres, pour un mathématicien qui 
calcule, et que je suis assujetti à suivre mécani- 
quement des règles pour parler et pour raisonner, 
comme U Test lui-mémè à faire l'équation x-=^b 
-^. a , quand il a fait l'équation x + a-=.b. Quant 
aux métaphysiciens qui croient raisonner autre- 
ment, je leur accorderai volontiers que leurs opé- 
rations ne sont pas mécaniques; mais il faudra qu'ils 
conviennent avec moi qu'ils raisonnent sans règles. 

Qu'on emploie à la solution d'un problème ma- 
thématique des signes algébriques ou des mots, 
l'opération est toujours la même. Or, si l'opération 
est mécanique dans un cas, pourquoi ne le serait- 
elle pas dans l'autre ? et pourquoi ne le serait-elle 
pas encore lorsqu'on résout une question méta- 
physique? 

Certainement calculer c'est raisonner, et rai- 
sonner c'est calculer : si ce sont là deux noms, cç 
ne sont pas deux opérations. Avec des signes algé* 
briques, le calcul et le raisonnement ne deman- 
dent presque point de mémoire : les signes sont 
sous les yeux, l'esprit conduit la plume , et la solu- 
tion se trouve mécaniquement. 
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Lors<j[ue les taisonnemens et les calculs se font 
avec des mots, c'est alors surtout que la mémoire 
devient nécessaire, et souvent iious n'en avons 
pas assez. Elle ne peut offrir à la fois et distinc- 
tement tous les signes sur lesquels nous avons à 
opérer : elle ne les trace que l'un après l'autre, 
avec plus ou moins d'efforts, suivant que les rai- 
sonnemens ou les calculs sont plus ou moins com- 
pliqués; et, parce que nous faisons nous-mêmes 
ces efforts^ nous croyons sentir que notre esprit 
se conduit comme il lui plaît, et nous ne sentons 
pas qu'il est conduit. Cependant il ne fait bien 
qu'autant qu'il obéit aux lois que la nature lui 
prescrit. 

En effet, que la mémQge retrace une longue 
suite d'idées, ou que l'ambre les mette à la fois 
sous les yeux, raisonner, comme calculer, c'est 
toujours conduire son esprit d'après des méthodes 
données, d'après des méthodes qu'il n'est pas ar- 
bitraire de suivre ou de ne pas suivre, et par con- 
séquent d'après des méthodes mécaniques. Voilà 
ce que nous ignorons : on dirait que nous voulons 
avoir la liberté de juger, à notre choix ^ qu'une 
chose est ou n'est pas; et nous n'abusons jamais 
plusde notre libre arbitre que lorsque nous croyons 
raisonner. Nous n'en abuserions jamais , si nous 
raisonnions toujours bien. 

J'ai traité ce premier livre en grammairien, 
parce que l'algèbre n'est qu'une langue , et les bons 
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géomètres m'approuveront sans doute. Je pense 
encore qu on reconnaîtra que les langues ne sont 
que des méthodes analitiques plus ou moins par- 
faites; et que, si elles étaient portées à la plus 
grande perfection , leâ sciences , parfaitement ana- 
lisées, seraient parfaitement connues de ceux qui 
en parleraient bien les langues. Créer une science, 
n'est donc autre chose que faire une langue ; et 
étudier une science n'est autre chose qu'apprçpdre 
une langue bien faite. La lecture de cçt ouvrage 
convaincra sensiblement de cette vérité; par ou 
verra les mathématiques se former à mesure que 
la langue ^e formera elle-même. Ce premier livre, 
où elle commence, suffirait pour en convaincre. 

En effet ? ayant considéré iine main dont les 
iloigts s'quvriçnt et sjPfermept successivement:, 
nous avon^ substitué à ce langage les noms dç nu- 
mération et de dénumération. 

A ceux*ci nous avons substitué cepx ^addition 
et de sousirçLCtion , de multipliçfLtion et de division : 
opérations qui ^nt, au fond^ les mêmes quç les 
deux première^, qui n'e^ diffèrent que par les 
différentes vues de resprit. 

Lorsque nous avons expliqué la formation des 
puissances, rextractiou des rapines, le calcul des 
fractipns, les .propriétés des proportion^ et des 
progressions, les évaluations, nous n avons fait 
que changer de langage pour traiter, sons de nou- 
velles vues, de Tadditiou et de la soustraction, de 
la multiplication et de la division. 
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Les noms de produit^ multiplicande^ multipli- 
cateur^ que nous avions employés dans les multi- 
plications, ont été changés, dans la division, en 
ceux de dividende^ diviseur et quotierU. 

Dans lés fractions, le dividende est devenu un 
numérateur^ et le diviseur un dénominateur. 

Enfin , dans les proportions et progressions géo- 
métriques , le numérateur et le dénominateur sont 
devenus eux-mêmes X antécédent et le conséquent^ 
et le quotient est devenu la raison. C'est ainsi que 
Tart du calcul commence à se former, et on juge 
qu'il doit s'achever avec la langue. 

Ce que nous avons observé jusqu'à présent suffit 
pour faire comprendre que la perfection de cette 
langue consiste dans la plus grande simplicité. 
C'est l'analogie qui nous conduit d'un langage à 
un autre, et elle ne nous y conduit que parce que 
le nouveau que nous adoptons dit au fond la même 
chose que l'ancien auquel nous le substituons. De 
même elle ne nous conduit de méthode en mé- 
thode que parce que chacune est dans celle qui la 
précède , et qu'elles sont toutes dans le calcul avec 
les doigts. Pour en découvrir de nouvelles, nous 
n'aurons donc qu'à observer celles que nous avons 
déjà trouvées. 

Ainsi, le commencement de toutes les connais- 
sances que nous pouvons acquérir est dans les no- 
tions les plus communes. C'est-là que se trouve 
tout ce que les métaphysiciens et les mathémati- 
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»^l DKS OPERATIONS DU CALCUL AYEG LES CHIFFRES ET AVEC 



LES LETTRES. 



CHAPITRE PREMIER. 

L'analo^e considérée comme méthode d'invention. 

. J'ai déjà observé que la méthode d'invention 
n'est autre chose que l'analogie même. La âiéthode 
pour inventer est donc la même que pour raison- 
ner et pour parler. Voilà le principe auquel je 
réduis tous ces arts , et il est évident qu'il ne sera 
pas possible d'en trouver un plus simple. Il peut 
pai'aître neuf à tout le monde ; il peut même pa- 
raître extraordinaire ou inconcevable à bien des 
,. lecteurs : cependant je ne l'ai point imaginé ; je 
V J'ai trouvé comme on trouve souvent ce qu'on ne 
"' dierche pas. Ce principe a toujours été en nous : 
* la nature l'y avait mis, et nous l'aurions remarqué 
plus tôt si nous avions su nous observer. Mais nous 
k» faisons les langues et les sciences sans savoir 
comment nous parlons , ni comment nous raison- 
nons : nous faisons tout à notre insu, et il semble 
que la méthode d'invention ne soit pas même 
connue des inventeurs. 

XVI. I a 
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7/1 venter, dit-on, c* est trouver quelque chose de 
nouveau par la force de son imagination. Cette 
définition est tout-à-£stit mauvaise. Vous vous en 
convaincrez si vous lisez cet ouvrage, où les dé- 
couvertes se feront sans imagination. Quand on 
$ait chercher, on sait où l'on trouvera, et Ton 
trouve sans efforts : quand on ne sait pas cher- 
cher, on fait d'autant plus d'efforts, qu'on en Éait 
beaucoup inutilement; et si on trouve, c'est par 
hasard : mais parce que nous croyons avoir une 
grande force d'imagination, quand nous expli- 
quons mal les découvertes les plus simples, nous 
en conduons qu'il a fallu une grande force d'ima- 
gination pour faire cette découverte; 

Nous sommes dans le préjugé que cette force 
prétendue est le partage des hommes de génie , 
et par cette raison nous avons la manie de vou- 
loir qu'on nous croie de l'imagination. Un géo* 
mètre tous dira que Newton devait avoir autant 
d'imagination que Corneille, puisqu'il avait autant 
de génie; il ne voit pas que Corneille n'avait du 
génie lui-même que parce qu'il analisait aussi 
bien que Newton. L'analise fait les poètes, comme 
elle fait les mathématiciens ; et , quoiqu'elle les 
fasse parler des langues différentes, elle est tou- 
jours la même méthode. £n effet, le sujet d'un 
drame étant donné , trouver le plan, les carac- 
tères , leur langage , sont autant de problèmes à 
résoudre , et tout problème se résout par l'analise. 
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Qu'est-ce donc que le génie ? Un esprit simple 
qui trouve ce que personne n'a su trouver avant 
lui. La nature, qui nous met tous dans le chemin 
des découvertes, semble veiller sur lui pour qu'il 
ne s'en écarte jamais.^Il commence par le com- 
mencement, et il va devant lui. Voilà tout son 
art , art simple , que par cette raison l'on ne lui 
dérobera pas. 

Si les déxîouvertes , que nous jugeons difficiles, 
nous paraissent autant de mystères, c'est que 
nous sommes stupides quand nous admirons ; 
et, parce que dans notre stupidité nous ne nous 
faisons point d'idées, ou nous ne nous en faisons 
que de bien confuses , nous n'imaginons pas que 
les découvertes les plus difficiles se font de la même 
manière que les plus faciles. En nous exagérant les 
obstacles que les inventeurs ont surmontés , il nous 
semble que nous les surmontons nous-mêmes. 
Nous croyons donc participer à leur génie, et 
nous les admirons pour nous faire admirer. 

Yoilà pourquoi on définit si mal le mot inven* 
ter^ qui , si nous savions nous rendre compte de 
ce que nous voulons dire, n'aurait pas pour nous 
d'autre signification que le mot trouver. Mais , 
comme Dieu n'a créé le monde que parce qu'il 
ne l'a pas trouvé tout fait, nous voudrions nous 
persuader que les inventeurs n*ont rien trouvé , 
et qu'ils ont tout créé. Eux-mêmes ils nous le lais- 
sent croire , quoiqu'ils sachent bien que d'ordi- 



l8o LA LANGUE 

naire ils n'inventent ou ne trouvent que ce qui 
leur tombe sous la main. Ils ont l'avantage d'avoir 
appris à conduire leur vue avec méthode : ils ne 
regardent pas au hasard, ils analisent, et, par cette 
raison, ils voient les premiers ce que nous ne 
voyons qu'après eux. C'est-là tout, et c'est quel- 
que chose. 

Imaginons une langue tout-à-fait arbitraire, en 
sorte que l'analogie n'ait déterminé ni le choix 
des mots, ni leurs différentes acceptions. Cette 
langue serait un jargon. que personne ne pourrait 
apprendre : on ne pourrait donc pas raisonner 
dans cette langue, moins encore inventer. 

Au contraire, une laùgue serait de la plus grande 
facilité, si l'analogie, qui l'aurait seule formée, se 
montrait toujours d'une manière sensible , pour 
ne jamais échapper. On raisonnerait donc comme 
la nature nous apprend à raisonner, et on irait 
sans efforts de découverte en découverte. 

Aucune des langues vulgaires connues n'a cet 
avantage , parce qu'elles ne sont toutes, à bien des 
égards, que le débris de plusieurs langues qu'on 
ne parle plus; et le défaut d'analogie , qui les rend 
difficiles , les rend peu propres au raisonnement. Il 
ne peut pas être facile de parler et de raisonner avec 
des langues où l'analogie manque souvent, puisqu'il 
ne serait pas possible de parler et de raisonner avec 
une langue où l'analogie manquerait toujours. 

Il y a un choix à faire entre les analogies, et on 
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n'a pas toujours bien choisi. D'ailleurs quand en 
français on me fait parler anglais, allemand, ita- 
lien , latin , grec , celte , etc. , quelque analogie 
qu'on suppose aux expressions dans les langues 
d'où elles sont empruntées, elles n'en ont point 
dans la mienne, à laquelle elles sont étrangères ; et, 
si l'on considère que l'analogie manquait déjà sou- 
vent dans les langues anciennes , on jugera qu'elle 
doit manquer plus souvent dans les langues mo- 
dernes : elles sont donc toutes peu propres au rai- 
sonnement, à l'analise, à l'invention. 

Cependant elles ne sont pas absolument sans 
analogie, parce qu'aucune langue qui se parle 
n'en peut manquer tout-à-fait. C'est à cette ana- 
logie qu'elles doivent tous leurs progrès. C'est elle 
qui a fait les Pascal , les Racine et tous les grands 
écrivains. Ils l'ont aperçue, et ils l'ont prise pour 
règle : voilà leur génie. L'analogie ne se borne 
donc pas à faire les langues : elle fait tous les bons 
esprits. 

La langue des calculs a cet avantage, que l'ana- 
logie n'échappe plus , dès qu'une fois on l'a saisie. 
Elle est donc la plus parfaite et la plus facile. 

On peut distinguer dans cette langue quatre 
dialectes , puisque nous avons trouvé qu'elle se 
parle avec quatre espèces de signes , avec les doigts, 
avec des noms, avec des chiffres , avec les lettres 
de l'alphabet. Nous lui trouverons encore un cin- 
quième dialecte. 
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La nature a fait celui qui se parie avec les doigts. 
Elle a déterminé à prendre un doigt pour le signe 
de l'unité , parce qu*un doigt est un , comme tout 
autre objet individuel. Or, dès que ce premier 
signe est deviné , tous les autres le sont. Car , si 
dans un doigt on sl un^ dans un doigt plus un 
doigt on a deux, dans deux doigts plus un doigt 
On Si -trois f etc. 

Les doigts étant chacun le signe de l'unité, c'est 
une conséquence qu'ils deviennent les signes des 
unités de différens ordres. Ainsi , le petit doigt 
ayant été pris pour le signe des unités simples, 
le doigt suivant sera le signe dés unités de dixaine, 
le troisième des unités de centaine , etc. Voilà le 
modèle d'un langage donné par la nature : l'ana- 
logie dès signes est sensible, et c'est d'après eut 
que nous en formerons de plus propres au calcul. 

Dans le second dialecte, formé de noms et dé 
phrases de nos langues , l'analogie n'est pas sen- 
siblement l'analogie même de la numération , et 
c'est en quoi pèche ce langage, comme nous l'a- 
vons remarqué. 

Mais, dans les deux autres, l'analogie, toujours 
telle qu'elle doit être, se montre toujours de la 
manière la plus sensible. Il sera donc également 
facile d'apprendre l'un et l'autre. 

Parce que , dans ces deux dialectes , les quan- 
tités s'expriment avec des signes différens , c'est- 
à - dire des chiffres et des lettres , nous les distin- 
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guerons en quantités arithmétiques et en quantités 
littérales. 



CHAPITRE IL 

De la nmnëration des quantités arithmétiques, ou des 
quantités exprimées avec des e^iiffres. 

Lorsqu'on étudie une langue , ce n'est pas pour 
apprendre à parler dans cette langue , des choses 
qu'on ne sait pas. 11 est vrai que c'est de celles-là 
que nous aimons surtout à parler dans les langues 
qui nous sont familières. Mais personne n'imagi- 
nera de parler de ce qu'il ne sait pas, dans une 
langue qu'il ignore, parce que heureusement 
cela n'est pas possible. 

Nous devons donc commencer par apprendre 
à traduire , dans les deux dialectes que nous vou- 
lons étudier, ce que nous avons appris dans les 
deux autres. Par ce moyen nous les compare- 
rons, nous en jugerons mieux, nous nous fami* 
liariserons de plus en plus avec les opérations que 
nous avons,£iites5 et nous continuerons d'aller 
du connu à Tinconnu. 

Rien n'est plus simple que de traduire en chiffres 
la numération : il su£6it d'écrire les chiffres dans 
l'ordre dans lequel les doigts sont disposés. Dans 
le premier rang comme dans le petit doigt, nous 
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mettrons les unités simples ; dans Le second rang 
comme dans le doigt suivant, les unités de dixaine; 
dans le troisième comme dans le. doigt du milieu, 
les unités de centaine : 46a, par exemple, signi- 
fiera quatre centaines plus six dixaines , plus deux 
unités simples, quatre cent soixante-deux. 

Je puis ajouter un quatrième rang , un cin- 
quième ; j'en puis ajouter sans fin , et par consé- 
quent il n'y aura point de nombres que je ne 
puisse exprimer. Voilà donc une numération par- 
faitement analogue à la numération avec les doigts; 
et cependant elle est plus commode et d'un usage 
infiniment plus étendu. 

Dans le système de notre numération décuple 
chaque nombre peut contenir jusqu'à neuf unités 
simples , jusqu'à neuf unités de dixaines, jusqu'à 
neuf unités de centaines , etc. Mais une unité 
ajoutée à neuf dans un rang inférieur ferait pas- 
ser dans le rang supérieur ime unité de plus ; par 
exemple, 999 +-i = 1000, car 9 + 1 = 10; et 
ayant écrit o dans le premier rang, il me reste 
également pour le second 9 H- 1 = 10, et j'écris 
par conséquent encore o dans ce rang; enfin, pour 
le troisième ,9+1=10 donne encore o; et ayant 
avancé i dans le quatrième, j'ai 1000=999+ '• 

Qu'à l'unité de mille j'ajoute neuf unités du 
même ordre, j'aurai une unité d'un ordre supé- 
rieur : 1000 + 9000=10000 ; qu'à 1000 on me 
propose d'ajouter 900 + 70 + 5 , je vois dans 
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quels rangs doivent être les chiffres 9, 7, 5, et j'é- 
cris 1975 == 1000 H- 900 + 70 + 5. En un mot , 
les rangs étant donnés pour chaque espèce d'uni- 
tés, l'analogie nous apprend à exprimer quelque 
nombre que ce soit. Ainsi des caractères qui ne 
sont qu'une copie de ceux que la nature a mis 
dans nos mains , ont une énergie qui ne connaît 
point de bornes. Jamais langue n'exprimera tout 
ce qu'on peut écrire avec des chiffres , quoiqu'on 
ne puisse douter que l'usage des chiffres n'ait 
contribué à multiplier les dénominations des 
nombres. 

Pour lire ces caractères , il faut juger au pre- 
mier coup d'oeil du rang qu'occupe chaque chiffre, 
ce qui devient plus difficile lorsque les nombres 
sont plus grands. Mais on facilite la chose en sé- 
parant les chiffres par tranches composées cha- 
cune de trois rangs : en écrivant , par exemple, 
364, 58 2, 999, vous avez des centaines d'unitésdans 
la première tranche , où il n'y a que des 9 , dans 
la* suivante des centaines, de mille , dans la troi- 
sième des centaines de millions^ et vous lisez trois 
cent soixante ' quatre millions cinq cent quatre- 
vingt-deux mille neuf cent quatre-vingt-dix-neuf. 
Au reste il est inutile d'étudier pour apprendre 
à lire ces caractères, car vous les lirez fort bien 
lorsque vous saurez vous en servir. 

Dans la numération , la suite des unités de dif- 
férens ordres est une progression décuple i, 10, 
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loo, looo, un, dix y cent, mille; et cette progres- 
sion croissante est produite par la multiplication 
successive de chaque terme par lO.On aurait donc 
l'inverse de cette progression dans une progres- 
sion décroissante où chaque terme serait succes- 
sivement divisé par i o ; et cette progression , que 
nous nommerons sous-décuple y serait formée des 
fractions i , r? » ttt» ttst? «» > «^ dixième, un ten- 
tième , un millième. 

Mais , parce que les opérations avec les fractions 
deviendront souvent longues et embarrassantes , 
il serait avantageux de substituer à ces fractions 
une expression qui rendît les opérations aussi 
simples avec la numération sous-décuple qu'avec 
la numération décuple. On juge qu'on n'y réus- 
sira qu'autant qu'on trouvera , pour la numéra- 
tion sôus-décuple , une expression parfaitement 
analogue avec la manière dont nous représentons 
la numération décuple. 

Cette réflexion nous met sur la voie de ce que 
nous cherchons : car, un dixième étant l'inverse 
de dix, je n'ai qq^ renverser l'expression de l'un 
pour avoir l'expression de l'autre. Donc, puisque 
lo signifie dix , oi signifiera un dixième; et , cette 
première expression étant trouvée , l'analogie don- 
nera ooi =-7^7, oooi =Trrr, ooooi z^-t^—.'Em 
un mot, dans la progression sous-décuple, l'unité 
sera divisée par lo à chaque zéro qui la précédera, 
comme dans la progression décuple elle est multi- 
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pliée par lo à chaque zéro qui la suit; et ces ex- 
pressions 01 et 10, 001 et 100, étant le renverse- 
ment les unesr des autres , il est évident qu'elles 
sont entre elles dans la même analogie que les 
deux progressions. 

Que l'unité soit divisée ou multipliée par i o , 
les rangs qui la . précèdent , comme ceux qui la 
suivent, peuvent également être remplis par des 
chiffres. On écriraf par exemple , 564^3, et si cette 
expression renferme des unités divisées par lo y 
ou , comme on les nomme , des fractions déci- 
males y il s'agira d'indiquer le*s rangs où les chiffres 
sont divisés par dix. Si c'est le premier , on aura 
dans 3 des dixièmes ou des fractions décimales 
du premier ordre ; si c'est le second , on aura 
dans 2 des centièmes ou des fractions décimales 
du second ordre ; si c'est le troisième , on aura 
dans 4 des millièmes , ou des fractions décimales 
du troisième ordre; ainsi de suite. 

Qu'on marque donc ce rang, comme quelques- 
uns, par un point, ou, comme d'autres, par une 
virgule, on aura 5642, 3 =^^^r^, 564,23 =.^44f^, 
56,423= ^,VoV ? ainsi, en portant la virgule de rang 
en rang vers votre gauche , vous divisez successive- 
ment par dix, et vous multipliez successivement 
par dix, en la reportant de rang en rang vers votre 
droite. Cette opération est facile à comprendre ; 
c'est fermer successivement les doigts après les 
avoir ouverts successivement. Voilà tout le mys* 
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tère des parties en fractions déâmales , que les 
commençans n'ont tant de peine à comprendre, 
que parce qu'on fait de grands efforts d'imagina- 
tion pour les leur expliquer. 

On peut mettre des zéros après un chiffre dé- 
cimal y comme on en met avant : par exemple , on 
écrira o,3o, ou o,3oo. Or, que produisent ces zéros 
surajoutés ? Il est aisé de voir qu'ils hiultiplient 
et qu'ils divisent tout à la fois far dix, et que par 
conséquent ils ne changent point la valeur de 
l'expression , quoiqu'ils en changent la forme. Ils 
multiplient par dix , puisqu'ils font passer le chif- 
fre 3 , du rang des unités d'un ordre , au rang des 
unités d'un ordre supérieur ; et en même temps 
ils divisent par dix , puisque à chaque zéro sura- 
jouté la virgule avance d'un rang vers la gauche. 
En effet , lorsqu'au lieu de o,3 vous écrivez o,3o , 
c'est la même diose que si vous aviez multiplia -^ 
par 7~, dont le produit est -p~z=o,3o : c'est la 
même chose que multiplier les deux termes de 
cette fraction par le même nombre lo, et nous 
savons que cette multiplication n'en change point 
la valeur. 

Quant à la manière d'énoncer les fractions dé- 
cimales , je ne sais pas pourquoi on a voulu y trou- 
ver des difficulté. Il est évident que a3,5 = ^!p~ 
doit s'énoncer deux cent trente-cinq dixièmes y et 
que a,35 = ^-|4 doit s'énoncer deux cent trente- 
cinq centièmes. Il est évident encore que si l'on 
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veut décomposer ces expressions , on dira pour la 
première vingt-trois entiers plus cinq dixièmes^ et 
pour la seconde deux entiers plus trois dixièmes 
plus cinq centièmes. 



CHAPITRE III. 

De Taddition et de la soustraction des quantités arithmétiques. 

Lorsque deux nombres sont d'un seul chiffre 
chacun , il n'y a personne qui n'en sache faire 
l'addition , puisqu'il s'agit tout au plu^'ajouter 9 
à 9, et on sait que la somme est 18. 

Mais faire l'addition de deux nombres , chacun 
de plusieurs chiffres , c'est chercher combien ils 
ont à eux deux d'unités simples, d'unités de 
dixaines, d'unités de centaines, etc. C'est ajouter 
un chiffre du premier rang de l'un au chiffre du 
premier rang de l'autre^ un chiffre du second au 
chiffre du second , un chiffre du troisième au chif- 
fre du troisième; en un mot, un chiffre à un 
chiffre. Nous faisons donc par une suite .d'addi- 
tions ce que nous ne pouvons pas faire en une , 
et la somme totale est le résultat de plusieurs 
sommes partielles. ^ 

Quant à l'addition de plus de deux nombres, 
elle ne demande autre chose, ^inon que d'ajouter 
un troisième chiffre à la somme de deux , un qua- 
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trième à la somme de trois, un cinquième à la 
somme de quatre ; et il suffit de savoir à chaque 
fois ce que donne une somme plus un chiffre : si 
nous ne le savons pas, nous comptons par nos 
doi|[ts, et nous faisons naturellement comme nous 
avons commencé. 

Pour prévenir toute confusion dans la recher- 
che des sommes partielles, on écrit les nombres 
comme dsms l'exemple suivant , où chaque ordre 
d'unités formant une colonne verticale, tous les 
chiffres qui sont au même rang se correspondent. 

à additionner. 3o5 

7^0 
l8 



Somme. 



1639 

Comme diaque addition partielle peut faire 
passer des unités dans Tordre immédiatement su- 
périeur, on conçoit qu'il faut commencer par chei^ 
cher la somme des unités simples. Or, 6 H- 5 = 1 1 , 
f I + 8 = 19 , et j'écris 9 au-dessous de la barre , 
en continuant la colonne des chiffres qui sont au 
premier rang. Cette addition fait passer une unité 
dans l'ordre des dixaines.Amsi 1+9=10, 10 + 
a=ia, i2-|-r = i3, j'écris 3 et j'ai une unité 
de centaine. Cette unité +5 = 6,6 + 3 = 9, 
9 + 7 = 16, que j'écris. La somme totale est 1 639. 

Il est indifférent, dans la recherche des sommes 
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partielles, de commencer parle haut ou parle bas 
des colonnes ; mais quand on craint d'être tombé 
dans quelque méprise , il est à propos de recom- 
mencer par le bas, si Von a d'abord commencé 
par le haut. 

Lorsqu'on sait additionner les nombres qui sont 
en progression décuple , peut-on trouver quelques 
difficultés à faire Taddition des nombres qui sont 
en progression sous-décùple ? N'est-il pas évident 
qu'on doit ajouter des dixièmes à des dixièmes , 
des centièmes à des centièmes, de la même ma- 
nière qu'on ajoute des dixaines à des dixaines, des 
centaines à des centaines ? Exemple : 

42, 
4,o53 

0, 24 

1, 6 

Le premier de ces nombres , en commençant 
par le haut , n'a point de parties décimales. Le 
second a des millièmes , le troisième des centiè- 
mes, le dernier des dixièmes : mats, pour pré- 
venir toute confusion , on adiève la colonne avec 
des zéros , qui remplissent tXMites les places vi- 
des. L'opération étant ainsi préparée, ii est 
clair que la virgule n'y saurait apporter aucun 
changement. Il suffira de ne pas l'oublier dans 
la somme, et de la mettre où elle doit être. 
Ici ce sera , comme on le voit, entre le troisième 
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et le quatrième rang, puisqu'il y a dans les par- 
ties décimales des tttï-- 

42,000 
4)053 

o,24û 
1,600 



47,893 

£n remarquant comment nous avons fait une 
addition avec des chiffres, nous découvrirons com- 
ment elle peut être défaite. On sait donc soustraire 
qu^nd on sait additionner. 

On voit i*^ que, lorsqu'on ajoute un nombre à 
un nombre, la somme est la chose à découvrir; le 
reste j au contraire, est la chose à découvrir lors- 
qu'on soustrait un nombre d'un nombre. 

2** Que la soustraction et l'addition étant des 
opérations contraires, il sera naturel de commen« 
cer la première par où la seconde a fini ; c'est- 
à-dire qu'il faudra d'abord opérer sur les unités 
de l'ordre supérieur. 

3® Que puisque, pour additionner, on a cher- 
ché plusieurs sommes partielles afin d'arriver à 
la somme totale , on cherchera , pour soustraire, 
plusieurs restes partiels afin d'arriver à un reste 
total. 

4^ Que si, pour faire les additions partielles, 
nous avons dit, par exemple, 4+2 = 6, nous 
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dirons , pour faire des soustractions partielles , 

4 2 = 2. 

5** Enfin on éprouvera que , pour faire ces opé- 
rations sans confusion , il &ut écrire les nombres 
les uns au-dessous des autres , de manière que les 
unités se correspondent, ordre à ordre. 

Reprenons actuellement la première addition 
que nous avons faite, et essayons de soustraire, 
de la somme totale, tous les nombres que nous 
avons additionnés^ la soustraction vérifiera l'addi- 
tion : sur quoi il faut remarquer que ces deux opé- 
rations sont propres à se vérifier réciproquement; 



Nombres 
k soustraire. 



596 

3o5 

720 

18 



Solnme. 



Restes. 



j639 
i3 

00 



Dans les centaines de nombres à soustraire, 
j'ai 5 + 3 + 7=i5:ori6 — i5=i, que j'é- 
cris au-dessous de 6^ dans le rang des centaines. 
A côté j'abaisse le 3 de la somme totale, et voyant 
que j'ai i3 dixaines pour reste, je dis 1 3 — '9 — 
o. — i = i3 — 12=1, que j'écris au-dessous de 3, 
XVI. i3 
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et j'abaisse 9 à côté. Il ne reste donc plus de la 
somme totale que 19 unités simples : mais 19 
— 6 — 5 — 8 = 19 — 19 = 0. Par conséquent 
il ne reste rien , et l'addition avait été bien faite; 

En faisant cette soustraction , vous renaarquez 
que vous réservez les unités d'un ordre supérieur 
pour les transporter de gauche à droite ; comme 
en faisant l'addition ^ votis en avez réservé pour 
les transporter de droite à gauche : et vous voyez ^ 
jusque dans le mécanisme de ces opérations , que 
l'une est l'inverse de l'autre, comme fermer la 
main est l'inverse découvrir. 

Quand on n'a qu'un nombre à soustraire d'un 
autre, il suffît d'écrire le plus petit au-dessous du 
plus grand. 

6528 
5i9 

6009 

Dans le rang des mille du nombre à soustraire, 
il n'y a point d'unités. J'ai donc 6 — = 6, et 
5 — 5=0 : en conséquence j'écris 60. Mais quoique 
2 — 1 = I , je n'écris pas i ; car, ne pouvant 
soustraire 9 de 8 , j'ai besoin de réserrer une 
dixainé. J'écris donc o. Enfin 18 — 9 =^ 9, et la 
soustraction est fiiite. Le reste est 6009. 

Je vérifierai cette soustraction si je m'aisure 
que 519 + 6009= 65a8. Je ferai donc l'addition 
suivante : 



,^ 
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6009 

5i9 
6528 

Quoiqu'il soit plus naturel de commencer la 
soustraction par la gauche , il parait qu'on est en 

• 

|^néral<lans l'usage de la commencer par la droite. 

Alors il arrive qu'au lieu de réserver des unités , 

on a quelquefois besoin d'en emprunter. Par 

exemple : 

38 

19 



ï9 
9 ne pouvant se soustraire de 8 , j'emprunte une 
dixaine du chiffre précédent, et j'ai i8— 9=t(), 
que j'écris. 

De 3 je puis retrancher l'unité empruntée ; ce 
qui me donnera 2 — i = i . Je puis aussi ne rien 
retrancher de ce 3, et ajouter l'ilnité empruntée 
au chiffre i du nombre à soustraire, et j'aurai le 
même reste , puisque 3 — 2=1. Chacun peut choi* 
sir entre ces deux manières , celle qui lui paraîtra 
plus commode. 

Des dixièmes on soustrait des dixièmes, de la 
même manière que des entiers on soustrait des 
entiers; et on conçoit que les parties décimales 
ne changent rien à cette opération, le ne multi- 
plie pas tes exemples , parce que chacun peut s'en 
donner. 
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Je crois, au reste, qu'il ne serait pas inutile de 
s'accoutumer à faire les soustractions en com- 
mençant indifféremment par la droite ou par la 
gauche : ce serait un moyen propre à les vérifier. 

On commence, je crois, à comprendre comment 
l'analogie nous conduit de proche en proche ; on 
le comprendra mieux encore dans la suite , et on 
sera bien convaincu qu'il n'y a point de saut dans 
l'esprit humain. Il est vrai qu'il y a eu dès hommes 
de génie qui ont voulu paraître avoir franchi de 
grands intervalles, bien assurés qu'ils nous éton- 
neraient d'autant plus, que nous serions moins 
capables de les suivre. C'est un petit charlatanisme 
qu'il leur faut pardonner, quand d'ailleurs ils nous 
éclairent. Cependant ils sont cause que d'autres 
font des sauts périlleux qui ne leur réussissent 
pas. 



CHAPITRE IV. 

De la multiplication et de la division des quantités 

arithmétiques. 

On fait une addition lorsqu'on dit, 6 + 6 = 
la, la + 6= 18, 18 + 6 = 24, 24 + 6= 3o, 
3o -+* 6 = 36 ; et lorsqu'on dit 6 x 6 = 36 , on fait 
une multiplication. Il est évident que la seconde 
opération n'est que le souvenir de ce que nous 
avons appris en faisant la première. La multipli- 
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cation doit donc toute sa promptitude à la mé- 
moire; et c'est la mémoire proprement qui fait de 
l'addition une multiplication. 

Si vous ne savez pas lés produits d'un chiffre 
par un chiffre , il ne vous sera donc pas possible 
de faire une multiplication, et vous n'arriverez 
qu'après plusieurs opérations au même résultat 
qu'une seule vous eût donné tout à coup. 

L'essentiel est par conséquent de connaître tous 
les produits d'un chiffre par un chiffre, et c'est 
aussi tout ce qu'il faut savoir. Car, quels que soient 
les nombres à multiplier, on n'opère jamais que 
par une suite de multiplications partielles, dans 
chacune desquelles la mémoire donne le produit 
d'un chiffre par un chiffre ; et lorsqu'on a écrit tous 
les produits partiels, il ne faut plus faire qu'une 
addition , pour en trouver la somme que nous 
nommons produit total. Ces observations suffisent 
pour faire comprendre comment la multiplica- 
tion doit se faire. Nous la commencerons par la 
droite , comme l'addition , parce que les produits 
d'un ordre inférieur donneront souvent des unités 
pour un ordre supérieur. 

Multiplicande ^lO 

Multiplicateur 2o5 

( i58o 

Produits partiels. • . • | ^^ 

( 63200 

Produit total 647 80 
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Je multiplie successivemeut par 5 tous les chif- 
fres du multiplicande» 6x5=^ 3o. J'écris o au 
rang des unités simples, et je réserve trois pour 
le rang supérieur, i x 5 = 5 dixaine^, et 5 + 
3 =r^ 8 , que j'écfiis au r^uig des dixaines. Enfin 
3 X 5= i5 centaines, et les produits par 5, mis 
chacun à leur plac^ , font 1 58o. 

Il ne reste plus qu'a multiplier par a puisque 
Q ne peut pas être un facteur. Mais a , qui est ici 
aoo, ne peut produire que des centaines. Afin 
donc de mettre ses produits dans les rangs où ils 
doivent être , je remplis par des o celui des unités 
simples et celui des dis^aines. Ensuite 6x3 
= la : j'écris a au troi^ème rang, et je .réserve i 
pour le quatrième, i x a = a, s^ -+- i que j'ai ré- 
servée; 3^ que j'écris. Enfin 3 x a = 6, produit 
qui appartient au duquième rang* J'additionne 
le produit par a avec le produit par 5 , c'est-à- 
dire 63aoo avec i58o, et j'ai pour somme,, ou 
produit total, 64780. 

lorsque les preiuiers rangs des i^cteurs sont 
remplis par des o, qn pourra les supprimer pour 
simplifier l'opération. Par exemple, on multipliera 
3 1600 par ao5o comme nous venons de multi- 
plier 3 16 par ao5. Mais parce qu'alors le multi- 
plicande 3 16 est cent fois plus petit que 3 1600 
et que le multiplicateur ao5 l'est dix fois plus 
que ao5o, il est évident que le produit 64780, 
sera 10 x 100, ou 1000 fois trop. petit. Il faudra 
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donc ajouter trois o à ce noaibre, et le vrai pro- 
duit sera 6478ooqo, 

Multiplicande 3yÔ2. 

Multiplicateur ^^^^ 

a I a So 
106400 



1276 80 

Produit 12,768 

Voilà deux factOTrs qui coutieniiettt chacun 
des partie^ décimales. Faites uéamnoins la multi- 
plication comme sHl n'y avait point de virgule, 
et considérez qu'alors le multiplicainde et le mul- 
tiplicateur étant chacun o^nX foos trop grai^d , le 
prciduit total sera de 100 x 100::=;;: loooo. Mais si 
Cf produit est dix miUe Ibis trop grand , il ne le 
sera que mille , lorsqu'ayant supprâné le zéro qui 
est au premier rang vous aurez écrit 12768; et 
celui-là sera exactement le produit que vous cher- 
chez , si vous mettez une virgule entre le troisième 
et le quatrième rang, puisqu'alors vous divisez 
par mille. Le produit que donne la multiplication 
précédente eat donc 12,768. 

La division est inverse de la multiplication. 
La manière d'opérer dans l'une sera donc l'in- 
verse de la manièye df opérer dans l'autre, et la 
division: commencera par où la multiplication 
finit ; c'est-à-dire par la gauche. 
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Les produits d'un chiffre par un chiffre, étant 
pris pour dividendes, ne peuvent avoir qu'un chif- 
fre au quotient; et pour faire la division , il faut 
connaître tous les quotiens d'un seul chiffre; 
comme, pour faire la multiplication, il faut con- 
naître tous les produits d'un chiffre par un chiffre. 
Il faut savoir que -î~= 9, ■x^=7,que-V-=6,etc, 
Nous ne substituerons la division à la soustrac-^ 
tion, qu'autant que la mémoire nous donnera 
tous ces quotiens ; et c'est par l'addition des quo-« 
tiens partiels, trouvés l'un après l'autre , que nous 
ti'ouverons le quotient total. La division s'achè- 
vera donc , comme Ik multiplication, par une 
suite d'opérations partielles. 

La division défait ce que la multiplication a 
fait : elle décompose un produit en ses facteurs ; 
et pour savoir décomposer un produit, il suffit 
d'avoir observé comment il se compose. Obser* 
vous donc. 

3 
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La multiplication de g par 3 , produit des unités 
de dixaine ; et celle de 4 ps^r 3 , produit des unités 
de centaine : il faudra donc que la division fasse 
évanouir les unités de centaine qui ont passé du 
second rang au troisième , et les unités de dixaine 
qui ont passé du premier au second. 
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7 , premier chiffre du dividende , en commen- 
çant par la gauche, est le produit de 3 par un 
autre facteur que je cherche , et la division \ne 
donne, pour ce £sicteur a, que j'écris; c'cst-là le 
premier quotient partiel. 

2 X 3 = 6. Je soustrais 6 de 7, et cette première 
division partielle a défait la dernière multiplica- 
tion partielle. 

Il me reste 1 que j'écris dans le rabg des cen- 
taines au-dessous de 3 : à côté j'abaisse 4 ? et pour 
défaire la seconde multiplication partielle, j'ai à 
diviser i4 par 3. 0t'^=^ + fj'ai donc 4 pour 
second quotidien partiel. Alors ayant multiplié 4 
par 3 , je soustrais i a , et le produit de la seconde 
multiplication partielle est défait. 

Il me reste , au rang des dixaines , 2 que j'écris 
au-dessous de 3 : à côté j'abaisse 7; et j'ai pour 
troisième et dernier dividende 27 ,' premier pro»- 
duit partiel de la multiplication.* 

Enfin la division de 27 par 3 me donne 9 pour 
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dernier quotient; et le produit de 9 par 3 , sous- 
trait de 27 est de 27-— ra7=;=;o. La division est 
donc sans reste, et j'ai achevé de défaire ce que 
la multiplication avait fait. 

Qaotient. 

5o5 '■' 



iviseur. 


Diridende. 


375 


18949» 




1875 



3 7 5 



1875 



117 

Les trois premiers obifi&^s du dividende ne 
sauraient être te produit d^ 3^5 par uu autr^ fac- 
teur, puisque 875 n'est pa& contenu daqs 189 : le 
dernier produit partiel d^ )a multiplicatioa sera 
doue dans 1 894 9 et par^fwséqueiit ce ih^bqJ;»^ ^st- 
ici le premier dividende partiel. Suf quoi voiiis 
remarquerez qu'wi divideiide psirtiel peut sivoir 
un coffré de plus que le diviseur, mais vou;^ con- 
cevez qu'il ne p6ut pa3 ?a nvoir im <ifi iw>iu&« 

-^^ étant la preinière division à faire , ^715 doit 
être contenu dans i894un< certain nombre de fois: 
mais, parce que nom ne jugeons ps^ de ce npm- 
bre, en comparait les expressions, 37$ et 1894 9 
nous le^ pourrious décomposes:; la piremière 
en 3oû 4- 75 , en la seconde en 1 800 -h 94, al<ws 
nous verrions facile^i^Ckt que 3fOQ ^st exa^^tcmxeuit 
6 fois dans 1 800, et que 7 5 u'est pas 6 foi^ dans 94* 
Donic 37S n'esl pas Oieia dans 1894* 
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Je suppose qu'il y est 5 fois ; et voyant que , 
dans cette supposition ^ 3ao x 5 = 1 5oo , et que 
1 5oo ayant été soustrait de 1 894 , il reste 394 , il 
ne me faudra pas une grande habitude de calcul 
pour juger que je dois trouver 76, 5 fois dans 394, 
et que vraisemblablement je l'y trouverai avec un 
reste. J'écris donc 5 au quotient. 

Au lieu de la décomposition que nous venons 
de faire y on peut considérer que 3 est 6 fois 
dans 18, et multiplier ensuite 37^ par 6. Le pro- 
duit plus grand que le dividende ferait connaître 
que 6 n'est pas le chiffre qu'on cherche. 

5 ayant été trouvé, je multiplie 378 par ce 
nombre, et j'écris le produit 1875 au«<)essous du 
dividende d'où je le soustrais : il me reste 19. A 
côté de ce nombre, j'abaisse le chiffre 9 du divi- 
dende ; et parce que 37 5 n'est pas contenu dans 1 99, 
j'en conclus qu'il y avait dans le second fedeur de 
la multiplication un chiffre qui n'a rien produit. 
£n conséquence j'éoris o au quotient , et j'abaisse ^ 
à côté de 1 99. 

' ■ 3 - y^ est donc 1^ dernière division à faire. Qr -^ 
=^6 : mais il ne resterait que ^92, oi| je vois que 7 S 
ne peut pas se trouvc^r 6 fois. Je prends 5, comme 
j'ai déjà fait : par^ce chiffre)^ multiplie 375; je 
soustrais le produit, et il reste 117, qtiantité dont 
la division par 37S ne peut être qu'indiquée. Le 
quotient est 5o5 y~. 

J'ai &it de longst discours, afin de faire mieux 
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apercevoir la raison de chaque opération partielle; 
et je croi$ que, daiiS les commencemens, on fera 
bien de raisonner aussi longuement que moi. 
A mesure qu'on s'exercera, les discours s'abré- 
geront naturellement; et chacun imaginera les 
moyens qui peuvent expédier le calcul. 

On ne trouve pas toujours, du premier coup , 
le chiffre qui doit être au quotient ; et vous voyez 
que dans l'ea^emple précédent nous avons été obli- 
gés de substituer 5 à 6. Ce n'est souvent que par 
de semblables substitutions qu'on arrive , en tâ- 
tonnant, au vrai quotient; mais on tâtonnera 
moins , lorsqu'on sera plus exercé. 

N'oubliez pas surtout que , lorsque le nombre 
qui résulte d'un chiffre abaissé à côté d'un reste 
ne contient pas le diviseur, c'est une preuve qu'il 
y avait dans le facteur inconnu de la multiplica- 
tion, un chiffre qui n'a rien produit, et que par 
conséquent vous devrez écrire o au quotient. 

Souvenez-vous encore que le dividende est tou- 
jours le produit d'une multiplication qui a eu 
pour facteurs le diviseur et le quotient ; et vous 
reconnaîtrez que vous saurez diviser, si vous ob- 
servez comment vous multipliez. Car il n'est pas 
bien difficile d'apprendre à défaire ce qu'on a 
feit. Instruisez-vous d'après votre observation , et 
vous serez mieux instruit que si je vous fatiguais 
d'exemples. 

Afin de vous conduire dans cette recherche y 
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remarquez qu'il y a trois opérations dans la divi- 
sion, i*^ On divise le dividende par le diviseur, 
c'est-à-dire par le facteur connu, pour avoir un 
quotient, c'est-à-dire pour trouver le second fac- 
teur inconnu; 2® on multiplie le diviseur par le 
quotient pour avoir le produit que la multipli- 
cation a donné; 3® on soustrait ce produit, pour 
défaire ce que la multiplication a fait. 

Faut-il remarquer que les parties décimales ne 
changent rien à la manière de faire la division ? 
Qu'on ait, par exemple, 48 à diviser par 2,35 , 
on écrira ii;ff — ±i|f . 

Or il est évident que ces deux fractions ont le 
même quotient, et que «par conséquent qui di- 
vise l'une divise l'autre. 

C'est dans dans la division que les fractions 
décimales sont d'un grand usage. Par exemple , la 
^division de 189492 par 375 nous a donné pour 
reste Y~, et ce reste est considérable. Cependant 
s'il était possible de le réduire à moins de -—^ , 
deTT^TTi de ,,o'ooo > on le réduirait enfin à si peu 
de chose, qu'il pourrait être négligé^ Or c'est à 
quoi on réussira par le moyen des fractions déci- 
males. Nous en traiterons ailleurs. 
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CHAPITRE V. 



Con&idéfations sur la méthode que nous avons suivie et que 

I nous suivrons. 



C'est à mesure que nous avancerons , que ma 
méthode se développera, et je serai obligé d'en 
traiter à bien des reprises. 

Pour contracter la routine du calcul, non-seu- 
lement il faudrait s'exercer sur beaucoup d'exem- 
ples; il faudrait encore s'exercer continueliement, 
autrement on oublierait bientôt tout ce qu'on 
croirait avoir appris. 

Ce n'est donc point par la routine qu'on s'ins- 
truit, c'est par sa propre réflexion , et il est essen- 
tiel de contracter l'habitude de se rendre raison 
de ce qu'on fait : cette habitude s'acquiert plus 
facilement qu'on ne pense ; et une fois acquise^ 
elle ne se perd plus. 

Ne lisez pas cet ouvrage pour prendre des le- 
çons de moi. Je n'en donne qu'à moi , qui com- 
mence comme vous : donnea-vous*en à vous-même. 
Ce que vous ne savez pas, apprenez-le de ce que 
vous savez, et que vos découvertes soient pour 
vous comme des réminiscences. 

Vous l'avez vu , quand on sait la numération , 
que la nature enseigne à tous, on sait l'addition ; 



DES CAXCUJLS. 2O7 

quand on sait Taddition^ on sait la soustraction : 
enfin, quand on fait ces deux opérations, on sait 
la multiplication et la division, lien sera de même 
de toutes les médK>des dont nous nous proposons 
la recherche. Nous savons déjà en quelque sorte 
ce que nous n'avons pas appris encore ; et par con- 
séquent il n'est pas bien difficile de s'instruire. 

Considérez comment nous avons été du connu 
à l'inconnu , comment l'analogie nous ayant donné 
une première expression,: nous en donne une se- 
conde , une troisième , etc. : comment , nous ayant 
conduit^ par une suite d'expressions identiques, 
elle a simplifié la langue des calculs , elle l'a en- 
richie. Alors vous comprendrez -comment nous 
pouvons achever cette langue que la nature a 
commencée : il semble même que dès ce moment 
on voit en perspective les progrès qu'elle doit 
faire. 

Mais , comme je l'ai dit et je le dirai encore , il 
faut saisir cette analogie. Ce qu'on a appris d'elle 
en me lisant, il le faut rapprendre d'elle sans me 
lire. Alors vous vous serez instruit sans moi. Son^ 
gez que si , dans ces commencemens, j'ai quelque 
avantage sur vous , c'es»t que je n^at pour maîtres 
que la nature et Tan^alogie : apprenez à vous passer 
de tout autre. 

Ne vous plaignez pas que je donne trop peu 
d'exemples. C'est à vous à vous en donner : pro- 
posez-vous des questions : cherchez davis ce que 
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VOUS savez la raison de ce que vous ne savez pas« 
Pour apprendre, par exemple, à diviser, multi- 
pliez et observez les procédés de là multiplica- 
tion. Voyez, en un mot, cpmment vous vous êtes 
instruit, et vous apprendrez comment vous pou- 
vez vous instruire encore. 

A quoi se réduisent tous les procédés de Fana- 
lise ? A des compositions et à des décompositions. 
On fait pour défaire, et on défait pour refaire « 
Voilà tout l'artifice : il est simple. Car si vous sa- 
vez faire , vous savez défaire ; et si vous savez 
défaire, vous savez reÊiire. 

Un exemple suffit donc pour donner la raison 
de chaque opéraion de quelque espèce qu'elle soit ; 
si vous avez besoin de plusieurs, ce n'est pas pour 
apprendre à opérer : c'est seulement pour opérer 
avec plus de facilité et de promptitude ; et avec 
quelque lenteur que vous procédiez , vous savez 
(aire, si vous savez ce que vous faites. Exercez, 
vous donc sans maître. Ne le pouvez-* vous pas? 
Restez dans l'ignorance : c^est un oreiller assez 
doux pour bien des têtes. 



CHAPITRE VI. 

Des quatre opérations sur les quantités littérales, lorsque 
ces quantités n'ont qu'un terme. 

On a vu de quel usage sont les lettres dans la 
solution d'un problème. Par leur moyen nous 
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avons à la fois sous les yeux plusieurs proposi- 
tions, que nous ne pourrions nous représenter 
que par une longue suite de phrases , et nous rai- 
sonnons sans avoir besoin de mémoire. 

Mais tous les problèmes ne sont pas aussi sim^ 
pies que celui que nous avons résolu; et lorsqu'ils 
se compliquent, comment les résoudre, si nous 
ne savons pas faire avec les lettres des combinai- 

■ 

sons de toute espèce^ c'est-à-dire des additions^ 
des soustractions, des multiplications, des divir 
sions ? il faut donc recherchei^ comment ces opé- 
rations doivent se faire. 

Le chiffre i , avec lequel nous exprimons l'unité^ 
est, comme l'unité, tout-à-fait indéterminé» Il 
peut être une unité simple, une dixaine, une 
centaine, xxn dixième, un centième, un quart,. etc. 
Cependant il a par lui-même une signification. 

Les lettres sont des signes plus indéterminés 
encore^ Parce qu'elles ne signifient rien par elles- 
mêmes, elles peuvent chacune signifier telle quan- 
tité que nous voulons : mais, lorsque nous nous pro- 
posons de nous en servir, nous ne renonçons pas 
aux chiffres. Ces différens signes ne sont pas faits 
pour être employés exclusivement; ils appar- 
tiennent à la même langue. Les chiffres sont les 
noms particuliers , les lettres sont les noms gêné- . 
raux, et ce sont autant d'expressions qui entrent 
dans les phrases de calculs. 

Ce dialecte a des règles qu'il faut connaître, et 

XVI. ï4 
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c'Mt UBt nouvelle grammaire à ap]>reiidre. Il s'agit 
de découvrir l'emploi de ces termes généraux^ 
leurs différentes acceptions^ et leur syntaxe. 

Cette grammaire, la plus simple de toutes, 
sera la plus facile , si nous savons étudier. Voyez 
comment les en&ns a]^)rennent s^ils leur langue: 
ils ne la saturaient jamais , s'ils ne pouvaient l'ap- 
prendre que de nous. C'est la nature qui les fait 
di>server, analiser, qui les conduit par analo^e 
d'expression en expression. Ce moyenest l'uniquev 

Gomme nous avons dit 4 + ^ et 6 — si, nous 
dirons a + ^ et a — b: mais nous ne déterminons 
pas la somme que Êiit a -^^ b^ parce que a e^ b 
étant des signes indéterminés, la somme est in- 
déterminée elle-même. Par la même raiison, le 
reste que donne la sposti'action a — ^ est égale- 
ment une quantité indéterminée. ^ 

Mais si Ton déterminait la valeur de ces lettres: 
si, par eicemple , a = 73 et & = 5 , alors FadditioB 
a -^ b donnerait a + ^ = yS + 5 =2 7A, et la 
soustraction donnerait a — ^ = yî -.-^^ & zm^^ 

Cki ne se propose donc pas d'achever avec 
l'algèbre la solution d'un problème : onne Êiit 
proprement que l'indiquer. Car a H^ b est plutôt 
une addilicmà faûrè, qu^une addition faite; et le 
• résultat seradifSérent, suivant la valeur des Ietti>e8. 
On peut même juger , d'après le problème résolu 
dans le premier livre, que l'objet de l'algèbre est 
seulement de nous approdbber^assez de Jk jaJjit^ 9 
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pour que nous n'ayons plus à faire avec les chiffres 
que )e plifs petit calcul possible. 

Une lettre, précédée du signe + , indique une 
quantité ajoutée, une addition, etje l'appelle une 
quantité en plus : lorsqu'elle çst préciédée du 
sigqe — , je l'appelle quantité en moins j puis- 
qu'elle est une quantité soustraite, une soustrac- 
tion. Comme il est facile de se souvenir de ces 
dénominations, on ne les publiera pas, et j'avertis 
qu'il est essjefitiel de les substituer à celle» ^ont 
on se ser}:. 

Nous avons donc une quantité en plus et une 
quantit|& en moins d^m + a — ^ , ou plus briè-^ 
vement dans a — d; car toutes les fois que la 
première lettre n'est précédée d'aucun signe, on 
sous entend + . 

Dans les phrases algébriques , on distingue ali- 
tant de terqaes qju'i) y a de quantités précédées dis 
l'wi d,e$ deux signes, quel que soit d'ailleurs le 
nombre des lettres : ainsi il n'y a que d.eux ter- 
mes dans q b c -i- àdj cpiif^me dans a ■+• b. Mais, 
si on voulait considérer .comme un seul terme 
imfd quantité composée de plu^ur», o^n écrjiriiit^ 
+ {a + b — c). Qbserypps d'^b^i^^^^^y^mm^t 
les quatre opérations doivent ce fjûre avec ]^s 
quantités les plji^^ simpjies. 

On voit d'abord que l'acldiûoi^ ^e a -^ ji m 
peut être autre cho^e que «-*-«» Cependant i a 
I a c'est a /^. A ^'expres^oQk ^ rh a on jwbisti- 
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tuera donc comme plus simple l'expression n a. 

A la quantité a veut-on ajouter b? on écrira a 
+ b^et si on veut ajouter — è , on écrira a — b. 

Remarquez que cette dernière opération est 
proprement, par le'^ résultat qu'elle donne, une 
soustraction : mais nous lui conservons par exten- 
sion le nom d'addition, parce que, quelle que 
soit là quantité qu'on ajoute, l'opération méca- 
nique est toujours la même. Il importe peu que 
la quantité soit en plus ou en moins : car; en 
moins comme en plus, elle est une quantité, et 
nous pouvons la conslidérer comme ajoutée , 
puisqu'en écrivant — b après a, nous ajoutons 
en effet — b. 

La soustraction n'est pas plus difficile, quoique 
jusqu'à présent elle paraisse avoir souffert de 
grandes difficultés. D'abord si on- nous propose 
de soustraire + a de + 2 « , nous écrirons -+- 2 
a — a , ou simplement a. Ce n'est pas là ce qui 
embarrasse 

Mais, s^il s'agit ensuite de soustraire —a de 
-+-a, la soustraction donnera a -h a ou 2 a; et 
voilà un reste plus grand que la quantité d'où 
l'on a soustrait, ce qui est fait pour étonner les 
commençans. On leur prouve bien que cela doit 
être : mais il me semble qu'oo ne leur explique 
pas assez comme cela se fait. 

Si je disais ye ne veux pas ne pas écrire sur 
l'algèbre , j'affirmerais que je veux écrire, et je 
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l'aftirmerais d'une manière plus décidée ou plus 
bstine. Or, dire je ne veux pas^e pas, c'est nier 
une négation : donc nier une négation c'est affir- 
mer. Tout le monde comprend , et comment cela 
doit être, et comment cela se peut. 

Mais — a est une quantité soustraite, une 
soustraction ; et soustraire une soustraction , 
c'est ajouter, comme nier une négation, c'est 
affirmer. Donc — a soustrait de + a, c'est 
proprement -|- a ajouté à -+-,a , et le reste a a est, 
dans le vrai, une somme. Mais cette somme doit 
se nommer reste, parce qu'on dit soustraire- — a, 
quoiqu'on fasse une addition ; comme on dit ajou- 
ter — a, quoiqu'on fasse une soustraction. Plus 
cette explication est siimple, moins il faut s'éton- 
ner qu'elle soit nouvelle '. 

On dira i a , a a , 3 a , comme on dit un homme, 
deux hommes, trois hommes. Alors cette lettre 
est l'unité multipliée par la suite des termes de la 
numération ; mais , à chaque valeur qu'on lui don- 
nera, on aura dans chacune de ces expressions 
des produits différens. a a, par exemple, signi- 
fiera 2 fois 2 , n «fois 3 , a fois 4 ? etc. , suivant que 
a vaudra a , 3 , 4 9 etc. 

\ Les grammairiens disent que deux négations, valent une 
affirmation. Valent! c*est comme si je disais que deux sous- 
tractions valent une addition. Si j'avais adopté leur langage, 
je n'aurais pas pu expliquer comment — a soustrait de •4- a 
donne pour reste a a. Cet exemple fait voir ce que peut le 
choix des expressions. 
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Pour multiplier une lettre pat un ichiffire, je 
A'ai donc qu'à joindre le chif&e à la lettre, et par 
eoméquént pour multiplier une lettre par une 
lettre, je n'aurai qu'à joindre l'ufie à l'autre. 

Donc aaz=za x a,aaaz:^ûa x ajaaaa=: 
au a X n; et ainsi de suite, aussi loin que je vou- 
drais pousser cette multipitcation : mais il y aurait 
bientôt de la confusion dans la nniltitùde de ces 
a, et j'aurais l'embarras de les compter à chaque 
fois que je voudrais ^comparer de pareilles expre&- 
sions. il est aisé de remédier à tiet inconvénient. 

a, àa^i aaa^ aaaa, sont différentes piiisissui- 
ces d'une même ^quantité ; et puis()^ dans a cette 
quàbtité iest à la ptemièrt, qui mlehipêchera d'é- 
crire a^P à^ signifiera éciùc que cette léttiie est à 
la seconde puissance, a ^qu'elfe est à la farofetème, 
a * qu'elle est A là c(ûatriènie ; et je viîrts qu'un 
chiffre, qui m'en évitera la répétition , substituera 
une. eicpression oommode à une expression ddnt 
j'étais embarrassé. J'écrirai donc a^=:à^ a* = 
aa^ a^=iaaay a^^=^aaaa, et ainsi des auttes 
puissances. 

Parce que de paréits <;hiffres V^o^e^ on ex- 
priment les puissances auxquelles la quantité a 
est élevée, on les nomme expostms des^missances 
de a , ou , plus briè ventent , exposans de a. On juge 
bien que multiplier un nombre par lui-même, ce 
ne peut pas être la même chose que de le multi- 
plier par tout autre, et que par conséquent il ne 
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faut pais oonfondre tes diiffîres qu'on met après 
une lettre, avec ceux qu'on met avant. Par exem- 
pte, si a £3£ 4^ nous aurons a ^ ois i6^ et 2 a :=s 8. 
Les exposakis s'éenrent tm peu au - dessus de la 
lettre et en petits caractères^ pour prévenir toute 
confusion. 

Les dhîfîres qui précèdent une lettre avaient 
besoin d'un nom, comme ceux qui la suivent. Or 
a «ta sont les facteurs du produit a a, coornie 3 
et a sont ies fatteurs du produit de 3 a, et il 
semble que ces ckilb^es auraient pu être nomades 
co-facteurs de a ; mais on a préféré de leui* doo- 
nist le nom de eot0icient^ qui n'est pas français' 
Mous préféreront donc ausin eoe^ient, puisqu'il 
foût se ixinform^r à l'usi^ 

ActueKement si L'on vous proposait de multi- 
plier â a ' par 3 a ^, vous Jugei^iez que le nom 
de ûoeffîùient^ donné à a et à 3» ne peut rieii chan- 
ger à k manière don! vous «avea appris à faire la 
Émhiplicatfoii^ et en oohséqiiieaGe vous direi a 

U ne vods réitérait plue qu'à multiplier a ' par 
a ^ ; nais vous ve«ie0 de t^oir . que a < X a^;:zz4z 
% atLf que a ^ uasts. a^. Oâr l'exposant 3 est la 
somme de l'exposant i ajouté à l'exposant a. Do&c, 
pour avoir le ptoduit de a « ' par 3 a % il faut 
multiplier les coel&oiens l'un par l'autre^ écrire la 
lettre à kquelle ib appsarlBensiieaty et faire l'ad- 
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.iHUipiiereK .c» oemAobbbw et (|Be tous n'addi- 

ra. O'^ 7^ VonsaécriRS pa» r!i a^^ni la ub^i 
fsur voiK «ib aiaftCLie c L'mir tics deoK lettres à la 
ÇfntttkfTft poissaoce. ^ons de f qiî e m Faolre à lat 
^forimne : fX ce ^serait on produit bien diSâcent de 

fl paraît aisse? ki^lfiHrent d^écrîre ahoa ba^ 
fimnryir rlmi * i jnn—r ihnn r (^ îri flrnrlrltn , 
^ll^m^nr^t miilfiplié» Fime par rantre, donnent 
(^ fff^m^ prrxloit ; cependant nous nous confor- 
m^fhft^ tVtmWmttt k Tordre de Talphabet, comme 
U^ \Auf^ hm\\\t^. Je dis è^ ordinaire j parce <pie les 
/f|f^rnH/rffA Ami^eront quelquefois un <»dre dif- 

if liMpru i mm» n'avons multiplié que des quan* 
IM^ P\\ \\\\%i II noud reste donc à multiplier des 
i|MMItMl(^$i ('il ptud pur des quantités en moins ; ou^ 
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ce qui est la même chose, des quantités en moins 
par des quantités en plus, et des quantités en 
moins par des quantités en moins. 

— aa X +/^a ou + /^arX — aaestla même 
chose , comme je viens de le dire. Car il importe 
peu lequel des deux facteurs soit pris pour mul- 
tiplicateur , le produit sera toujours le même. Il 
est clair que a x b=:ab,et que b y. a = ab, 

Voyonâ d'abord quel sera le produit des coeffi- 
ciens — 2 par + 4 •' car, lorsque celui-là sera trouvé, 
l'autre se trouvera fecilement, puisque nous n'au- 
rons qu'à écrire à la suite a a. 

Multiplier — a par -|- 4? c'est prendre la sous- 
traction — a autant de fois qu'il y a d'Unités dans 
4; c'est ajouter quatre fois — a. Or— a ajouté 
quatre fois, fait — 8 : donc — a a x 4 ^*== 

— S a a. 

Et, ce qui revient au même , multiplier + 4 par 

— a , c'est prendre 4 en moins , autant de fois 
qu'il y a d'unités dans a , c'est le prendre en moins 
deux fois. Or, prendre 4 deux fois en moins, c'est 
ajouter deux fois la soustraction -^4 > ce qui pro- 
duit également — 8. 

En n'employant que des lettres comme termes 
généraux, propres à exprimer chacune quelque 
nombre que ce soit, nous dirons également ;< — a x 
b=: — a b. Car, en écrivant lé produit — a b^ j'ajoute 
la soustraction — a autant de fois qu'il peut y avoir 
d'unités dans b; comme j'ajouterais l'addition -i- a 
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le même nombre de fois, sî j'écrivais + a^« Sa un 
mot+ X +=+ et— x'-hou-H X — = — • 

Soit — a a à multiplier par «*** 4 ^ ^ Nous savoDS 
que a X a = a a:=:a^, et il ne reste qu'à trouver 
le produit de -*— a par — * 4* 

Multiplier + u par 4" 4i <^'^t prendre l'additiou 
-4- a en plus autant de fois qu'il y a d'unités dans 
4 , ce qui produit *^ 8. Donc multiplier -»^ H p«r 
— Ji^ce sera prendre la soustraction ««^ 2 en moins 
autant de kià qCt'il y a d'unités dans 4 : mais prerifc» 
dre une soustraction en moins , c'est la aoustraire^ 
et soustraire une soustraction ^ c'est atooter. Or^ 
dès que , dans celte multiplication , -— a é* •— • 4 
sont des soustractions soustraites^ il est 'rridcnt 
que — a se change en *h a , et-*— 4^û «^ 4- H n'est 
donc pas étonnant que le produit de — • lî pat •*^ 
4 soit H- 8 , comme celui de + 2 par -l- 4* 

En tm mot , multiplier par -^, c'est prendre en 
moins; et ^ par conséquent, multiplier— par — , 
c'est prendre moins en moins. C'est donc prendre 
en moins une soustraction ; ia prendre en «iiNné^ 
c'est la soustijûre ; et la soastt*aire , c'est ajoiUsar. 

Donc — 2 se change en + 2 ^ et -^ 4 ^^ '^ 4* 

Nous avons déjà rappelé bien des ibis <pàé la 
division seréddit à défeire ce que la multiplîoatîan 
a feit. On se le rappelle eiiCoi« lorsqu'on porte 
algèbre : car ce que les autres dialectes ^ont dé^ 
montré ^ celui-ci te démontre d'une aaanière plnà 
générale dtplus sensible^patcequ'il estplttsaiiiiple. 
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£h efSBet , si, pour multiplier a par b^ nous ayonà 
réuni ces deux lettres l'une et l'autre, nous les 
séparerons potir diviser, par l'une des deux, le 
produit ad. Si a est le diviseur, b sera le quotient ; 
et a sera le quotient, si b est le diviseur. Rien 
n'est donc plus simple que de diviser des quan- 
tités littérales. L'opération se réduit à mettre au 
quotient les lettres qui ne sont pas communes au 
diviseur et au dividende; et il est facile de juger, 
si l'on doit leur donner le signe + ou le signe — . 

QuVti noua propose, par êxeïùple, de divi* 
sér + a b par — a, vous écrirez au quotient --- b; 
parce que vous savez que + a b ne peut avoir 
— a pour l'un de fees fadteur^ , qu*autànt qtie 
l'autre est— ^^. En effet, dans cette supposition, 
+ ab est là soustraction -^ a soustraite le notn- 
ïite àe fois b , et elle n'a été soustraite le hombre 
de fois b , que parce que b étant en moins lui- 
même , il à fait prendre en moins cette soustrac- 

tidù.jyoncà:^=:^b. 



— a 



De même -3^= — b : car — a b indique une 

soustraction ajoutée le nombre de fois a, et cette 
soustraction ne peut être que — b. Elle serait 
— a, si l'on avait eu à divis» — a b par -f- ^ ; 

-tj7;= — ». Tout cela est fsicile à comprendre. 

On additioftifïe tes etposaim pàuv moltiplièi^ 
uwe lettre étevéè à uiate piuissàtic^ , piaur ciëtxe même 
lètti*e élevée à ittfe àùfre ptiA^àUde, où à lia mêHife. 
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Donc, en pareil cas, la division se fera en sous- 
trayant Texposant du diviseur de l'exposant du 
dividende. Si vous divisez i a^ par i û* vous 

aurez i a^ au quotient. ^ =: a "~* = a^. 

Remarquez que, par cette soustraction, vous 
ne faites que mettre au quotient les lettres qui 
ne sont pas communes au diviseur et au divi- 
dende. Car diviser a^ par a* , c'est la même chose 

qu'écrire ***"* =: a a a, où les trois a du quotient 

sont autres que lés deux qui sont communs au 
diviseur et au dividende. Ainsi la multiplication 
réunit les lettres , la division les sépare : la mul- 
tiplication fait , la division défait. 

Je n'ai rien à remarquer sur la division des 

coeffîciens; puisqu'elle n'offre que des chiffres à di- 

^ viser par des chiffres , nous savons comment elle 

doit se faire. ^-^= Aû^ 

On supprime ordinairement le chiffre i lors- 
qu'il est le coefficient ou l'exposant d'une lettre, 
et c'est avec fondement , puisqu'il n'y a personne 
qui ne voie que i a^ comme a% est la même 
^m»e que a , et que i a}^=.a. On aura donc pu 
i étonné qu'en pareil cas j'aie quelquefois écrit 
iSlifl^ : mais j'ai affecté de l'écrire , parce que 
|(eti8é qu'on remarquerait d'autant plus cette 
ctation ^ qu'on la jugerait plus inutile. Or il 
j^p^t se souvenir que, lorsqu'on n'écrit ni le coef- 
%îçDt 1 , ni l'exposant i , on les sous-entend tou- 
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jours; et il faut s'en souvenir, parce que nous au- 
rons quelquefois besoin de les écrire. En voici 
un exemple. 

Soit à diviser a^ par a*. Cette division ne pou- 
vant s^effectuer, parce que le dividende est plus 
petit que le diviseur, vous vous bornerez à l'indi- 
quer, et votis écrirez ^. 

Si vous voulez ensuite réduire cette fraction à 
l'expression la plus simple , vous supprimerez ce 
qui est commun aux deux termes, c'est-à-dire 
que vous les diviserez l'un et l'autre par a^ : mais 
alors il vous restera a pour dénominateur, et vous 
ne voyez pas d'abord quel sera le numérateur : 
cependant il en faut un. 

Si au contraire vous aviez écrit ^ au lieu de 



a» 
a' 
a 



\. la fraction se serait naturellement réduite à 
-, et il ne s'agirait plus que de savoir ce que 
vaut a. Si , par exemple, il valait 2, ^ z=-. En effet, 

dans cette supposition, — =— jz=-;=-^ 

Comme on substitue aux parties décimales des 
expressions qui, étant analogues à la manière dont 
se fait la numération , ne conservent plus la forme 
de fraction : de même lorsque les fractions , telles 

que^, ont la même lettre pour numérateur et 

pour dénominateur, on fait évanouir cette forme 
de fraction , et on substitue une expression que 



—a r 
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l'analogie fait trouver dans la manière d'opérer 
sur les exposans, et fait trouver Êicilement. Car, 
lorsqu'on a remarqué qu'en pareil cas, la division 
se fait en soustrayant l'exposant du diviseur de 
l'exposant du dividende, il n'y a personne qui ue 

voie que -^ peut devenir a '' 

Donc -^ = a '""* = a "■ '= -. Et en suivant 
l'analogie a '"' '=-^=-^== i. Mais a ^""' = a®: 
donc a^, a'"'-^ sont autant d'expressions de l'u* 
nité. Enfin de a" = — , nous inférons a 

— 3 1—4 1 

a =-^9 a =— ,etc. 

C'est ainsi que l'algèbre nous conduit, sans 
verbiage, du oonou k l'inconnu par une suite 
d'expressions identiques ; et on voit combien ce 
dialecte a d'avantages sur les longues phrases que 
je faisais avec mes dire cest dire. Cependant 
je raisonnais de la loéme manière : mais je ne 
parlais pas avec la même simplicité. 

Les mathématiciens font un grand usage des 
exposans en maios, qm^ indiquant suffisamment 
le «iénoamuiteiir et le numérateur, font cepen- 
iC éviter b *«ne de fi^ction. Cette manière 
jrifeatflaf»iitf« le calcul, et vous remarquerez 
VvêêI^ conduit toujours à la plus grande 
oytnké. Quelque éloignées que paraissent: les 
^ siellespeuvçi^t se rapprocher par quelques 
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côtés, ji'analogie les représente sous les mêmes 
formes : voilà surtout ce qu'il faut saisir. Familia- 
risez-vous donc avec toutes les expressions qu'elle 
vous donne. Substituez tour à tour les exposans 
en moins aux fractions , et les fractions aux expo- 
sans en moins. La manière de procéder en algèbre, 
comme dans toutes les lai^gu^, n'étant que l'art 
de substituer des ei^pr^^ssiom identiques k des ex- 
prei^ioDs identiques, il est essientiel de contracter 
l'habitude de ces subatitut^ns* Il n'y 4 aucune 
de ces expressions qui n'îdt son utilité. T?lle doit 
avoir la préférence dans un cas, telle doit l'avçHr 
dana un autre : l'expérience vous en conv^^inçra. 
An reste, il ne s'agit pas d'apprendre p?r cœur 
les opérations ^ les eis;pressions <^e nous avon^ 
expUquées : la mévkoire ne doit 4tre pour rien 
dani^cette étude/Yoyejt eomn^nt 1 4^ étant donnât 
l'analogie donne toutes les auti^ e^presmpns^ 
Refaites ce cbapitife ^ refAite$4es tous, à mesure 
que vous les étudii^. Vous ne saurez; cet ouvrage 
^'aprè^ l'avoir rr^ait* ^/kàrménie^ j« ne le sais 
pas; mais je l'apprei^ en le fusant Am^i je mf 
garde bien de donner des mgl«s : <Ues ne liraient 
que des routiniers. 
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CHAUTIE VIL 

OikiM3-v Aifistt sar le» qvuiti là a 



u. 




jâJKMû£r une soustraetkm, cetf 
^juarairc une soustraction^ c'est ^i 
qDCfioeljtxi0[afieoc»nti^dictiCMreaiif|Bei: 
forcées: Cest que xxi«s pirioiK dmx 
sont trop différentes pour «tre tovqoiiR 
enti* elles. 

Dans le dûJecle des diîA^es. 
Um^oes Tnlfaires. tons les nonAres 
minés, p^irce qoe cfaacon a nne dâKXiHiuiian qui 
lui est propre: et c*est une ctmséxfacux q[ae, 
dans le dialecte des lettres, où il nV a de déno* 
mination particalîeie poor aocon. tous soient in- 
dètfrmines : aussi diaqne lettre désigne ^ -f ilc cd 
çénend tous les nombres possibles. 

Cette détermination d*un côté, et cette indé- 
termination de Fautre . amènent néoessairement 
des expressions qui ne peuvent pas être xbûSù- 
pies: et il n^est pas étonnant que nous tombions 
dans un ltniraj«e contradictoire, lorsque nous les 
voulons associe^ 

Dire qu'entre 6 et 4 ^* difiference est 6 — 4» ou 
qu'elle est a . c est la même diose. Cependant nous 
n^mapnerons pas de IVvprimer en français par 
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six moins quatre. Nous pouvons prononcer qu'elle 
est deux , et nous le prononcerons : c'est l'unique 
réponse à la chose. Donc, à parler proprement, 
il n'y a point de quantités en moins dans les 
langues vulgaires, ni même en aritlmiétique. 

Mais en algèbre, où les signes sont indéter- 
minés , on ne saurait prononcer la différence : qn 
ne peut que l'indiquer, et a — ^ ou ^ — a est 
l'unique réponse à celui qui demande cjelle qui 
est entre a Qt b. 

Ce langage une fois adopté , on ajoute a à — ^ , 
ce qui donne pour somme a — b; et on soustrait 
— b de a y ce qui donne pour reste a + b. Tout 
cela est conséquent ; et il n'y a de contradiction 
que dans les mots somme et reste , qui ne. sont pas 
de l'algèbre : mais ce qui est une addition en 
algèbre, est nommé soustraction en arithméti- 
que; et ce qui est nommé addition en arithmé- 
tique, est nommé soustraction en algèbre. Lors- 
qu'on allie ces deux dialectes, il n'est donc pas 
possible de ne pas tomber dans des expressions 
contradictoires; et cependant on ne peut pas 
éviter de les allier, puisque la langue du calcul 
se forme également de celui des chiffres et de 
celui des lettres. 

Toute expression en moins, transportée dans 

l'arithmétique ou dans les langues vulgaires, doit 

donc faire tomber dans un langage contradictoire ; 

et voilà pourquoi , dans les commencemens, nous 

XVI. 1 5 
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avons quelque peine à parler algèbre. Nous vou- 
drions y parler notre langue^ comme nous la 
parions dans toutes celles que nous savons mal. 

Il me semble que le meilleur moyen d'ap- 
jnrenclre une langue étrangère, ce serait d^n 
observer les tours, et d'essayer de les employer 
d^ns celle qui nous est devenue naturelle. Ce 
n'est pas notre langue qu'il faudrait parler dans 
celle-là , c'est celle-là qu'il faudrait parler dans la 
nôtre, si nous voulons nous la rendre £unilière. 
Essayons donc de parier algèbre en français. 

En algèbre, ajouter une soustraction, c'est 
soustraire. Je dirai donc qu'ayant été rencontré 
par des voleurs, ils m'ont fouillé , et qu'ils ont 
ajouté à ma bourse une soustraction de cent louis : 
cela signifiera qu'ik m'ont volé cent louis. 

En algèbre , soustraire une soustraction , c'est 
ajouter. En conséquence je pourrai dire qu'un 
banquier m'a soustrait une soustraction de cent 
louis, et cela signifiera qu'il m'a compté cette 
somme. Voilà comment nous apprendrions l'algè- 
bre , en la parlant dans notre langue , sans pour 
cela en parler mieux français : mais l'algèbre nous 
étonnerait moins , elle nous deviendrait plus fa- 
milière : en remarquant comment l'association 
des deux langues amène nécessairement des ex- 
pressions contradictoires, nous apprendrions ce 
qui est particulier à chacune, et nous les parle- 
rions bien toutes deux. 
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Qu'est-ce donc que ces quantités en moins, 
qui n'ont lieu qu'en dgèbre? Car enfin, si ce sont 
des quantités, on devrait les retrouver dans 
toutes les langues. 

Je réponds qu'une quantité qu'on soustrait 
est une quantité, comme une quantité qu'on 
ajoute : 2 est également uije quantité dans — ^ 2 
et dans + 2 : mais -— 2 est l'expression d'une 
opération qui soustrait deux, conmie + 2 est 
l'expression d'une opération qui l'ajoute. Il ne 
faut pas confondre ces choses, et prendre la sous- 
traction d'une quantité pour une quantité. Voilà 
cependant ce qu'on a fait. 

Lorsque je dis que les quantités sont ajoutées 
ou soustraites , et que conséquemment je les dis- 
tingue en quantités en plus et en quantités en ' 
moins, je ne les confonds pas avec l'opération 
qui les ajoute ou qui les soustrait; et on voit com- 
ment, étant les mêmes en algèbre que dans toutes 
les langues , il n'y a de différences que dans la 
manière de s'exprimer : mais quand on nomme 
quantité positive l'addition d'une quantité, et quan- 
tité négative la soustraction d'une quantité, on 
confond l'expression des quantités avec l'expres- 
sion de l'opération qui les ajoute ou qui les sous- 
trait, et un pareil langage n'est pas fait pour ré- 
pandre la lumière. Aussi les quantités négatives 
ont-elles été un écueil pour tous ceux qui ont en- 
trepris de les expliquer. 
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Je ne connais aucun ouvrage^ dit M. d'Alem- 
bert ^ jOiice qui regarde la théorie des quantités 
négatives soit parfaitement éclairci.W leproche * 
à ceux qui ont fait des élémens d'algèbre, d'avoir 
regardé les quantités négatives, les uns comme 
au-dessous de rien; notion absurde en elle-même : 
les autres comme exprimant des dettes; notion 
trop bornée^ et par cela seul peu exacte : les autres 
comme des quantités qui doivent être prises en 
sens contraire aux quantités qu'on a supposées 
positives; notion dont la géométrie fournit aisé- 
ment des exemples y mais qui est sujette à de fré- 
quentes exceptions. 

Cette critique ne me parait pas aussi décisive 
qu'à M. d'Alembert. Il fallait remarquer que les 
dénominations de quantités positives et de quan- 
tités négatives ont été mal choisies, et en donner 
d'autres. Quand ou a mal commencé, on s'ex- 
plique mal : cela est naturel, et c'est tout le tort 
qu'on a eu. Aussi ceux qui traitent du commen- 
cement d'un art ou d'une science devraient-ils 
presque toujours se garder de parler comme tout 
le monde. La dénomination , par exemple , de 
quantités négatives par opposition à celle de quan- 
tités positives ^ semble faire entendre qu'il y a des 
quantités qui ne sont pas des quantités, et des 
quantités quisontréellementdesquantités.Comme 

< Essai sur les élémens d'algèbre, chap. IV, à la note. 
' Éclaircissemens sur les élémens, chap. XII. 
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cette absurdité qu'on dit , n'est pas ce qu'on veut 
dire^ nous n'entendons pas ce qu'on ne dit pas : 
mais nous achèverons d'éclaircir cette théorie, 
lorsque nous traiterons des opérations du second 
degré. 



CHAPITRE VIII. 

Des quatre opérations sur les quantités littérales de plusieurs 

termes. 

On juge que la manière d'opérer sera la même 
dans ce chapitre que dans le précédent : maïs 
nous répéterons plus d'une fois ce que nous au- 
rons fait, parce qu'on ne peut pas traiter une 
quantité de plusieurs termes, autrement que plu- 
sieurs quantités d'un seul. 

a —^ b -\- c 

Addition. 

a H- è — 2C 



Comme nous ne distinguons pas en algèbre des 
unités de différens ordres, nous commençons 
toutes les opérations par la gauche, conformé- • 
ment à notre manière d'écrire. Ainsi a-k- a^=i%a^ 
— b + b =0, H-c — 2C= — c. La somme est 
donc % a — c. 

On ne fait une addition que pour avoir l'ex- 
pression abrégée de plusieurs quantités. Il n'y a 



23o LA LAlfGUE 

donc point d'addition à Êûre , s'il n'est pas pos- 
sible de troinrer une expression plus abrégée que 
la suite des quantités écrites l'une après l'antre. 
Ne serait-ce pas une absurdité de prendre en 
arithmétique a + 4 + ^ pour la somme de a 
+ 4+8? On serait donc absurde en algèbre , si 
l'on croyait avoir trouvé la somme d'une addi- 
tion lorsqu'on aurait écrit : 

a + ô + c 
d-f-g 



a + b + c + d — / — g. 

L'expression plus abrégé qu'on nomme sonune^ 
suppose donc que plusieurs termes semblables 
se réunissent en un seul , comme a + a = a a, ou 
que des termes se détruisent par l'opposition des 
signes, comme -f- b — A = o. 

[\a — 'xb + 6c 

Soiiftraetioa. 

3a — [\b + ^ 



+ %b — 1XC 



^ [\a — "b a-=.a^ premier reste partiel : mais ce 
reste est trop petit , puisque la quantité à sous- 
traire 6st 3 a — [\b\ c'est pourquoi nous avons à 
soustraire la soustraction — 4 ^- Or 4 ^ soustrait 
de — 2 ^ = — %b '\' ^b-==z'kbj second reste partiel, 
qui rajoute ce que j'avais retranché de trop. Enfin 
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6c — 8 c = — 2 c. Le reste total est donc a 
H- %b — 2C. 

Multiplications. 



re 



i*^a +A 2®a — b y a — b 
a a — a 

mm^mmammm^mimÊmummm^m^ m»mmmmm^mmmmmm^^mm^ ^^mm^m^m^mim^'^m^^m^^ 



aa + ab aa — ab — aa+ ab 

Ce sont là trois exemples qui comprennent 
toutes les observations qu'on peut faire sur les 
produits partiels. Dans le premier chaque produit 
est exact par lui-même ; quand on a multiplié a par 
a , tout est fait à cet égard : il ne iacat ni ajouter , 
ni retrancher, et on multiplie a par b. 

Dans le second exemple aa eA un produit trop 
grand de la quantité ab : car ce n'e^t pas a que 
vous aviez à multiplier par a , mais a-^b. Le pro- 
duit — ab est donc proprement uue soustraction , 
et vous défaites ce que vous avez fait de trop. 

Dans 4e troisième exemple — aa est une sous- 
traction trop grande; et comme nous venons de 
retrancher ab de + a a , il faut ici ajouter ab k 
— aa , parce qu'il faut remettre ce qu'on a ôté 
de trop. 

Ces additions et ces soustractions, qui sont de 
trop dans un premier produit, n^embarrassent 
les commençans que pan;e qu'ils ne remarquent 
pas qu'elles sont de trop. S'ils le remarquaient ^ 
ils verraient qu'ils doivent retrancher , lorsqu'ils 
ont trop ajouté, et qu'ils doivent ajouter, lors- 
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qu'ils ont trop retranché. Accoutumez -vous à 
raisonner vos opérations , et vous raisonnerez 
d'un clin d'œil : mais gardez- vous surtout de cher- 
cher des règles ; la routine des livres élémentaires 
n'est propre qu'à dégoûter les meilleurs esprits» 
Exerçons-nous sur deux exemples qui donneront 
lieu à quelques observations. 

a ^ b — e 
X — d -^ y 

ax -|- hx — ' ex 
— ad — bd "{•• cd 

«r -H *r — <T 



> 



ax-^bx -— ex — ad •— bd -^ ed -^ af -^ bjr — ejr 

a y. x= ax^l A x* x=zbx, produit trop 
grand de la quantité ex : aussi le troisième produit 
de — - c par x donne-t-il la soustraction -r- ex. 

Mais ax est encore un produit trop. grand , 
quoique nous ne l'ayons pas remarqué^ puisque 
ce n'est pas par toute la quantité x que oous de- 
vions multiplier a, mais par la quantité x — d. 
ad est donc de trop dans ax^ et. c'est pourquoi 
le produit de a pair — d donne la soustraction 

— ad. Par la même raison b x est également un 
trop grand produit, et nous soustrayons — bd. 

Cependant , après avoir trop ajouté , nous rey 
tranchons trop. Car la soustraction — bdest trop 
grande de la quantité crf, puisque ce n'est pas la 
quantité entière b qui:devrait être multipliée par 

— <i, mais la quantité ^■— c. Aussi le produit de 
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— c par d donne-t-il l'addition + cd. Enfin parce 
que les deux premiers produits par j^, c'est-à-dire 
a y + by sont trop grands de la quantité ç^, le 
troisième est la soustraction — cy. 

La multiplication raisonnée que nous venons 
de faire confirme toutes nos observations sur 
la multiplication de + par + , de + par — et de 

— par — ; çt l'on sent que , si l'on a bien compris 
ces observations , on pourra désormais s'épargner 
tous ces longs raisonnemens : mais je n'ai pas 
cru inutile de vous les faire faire une fois. Il fal- 
lait vous faire remarquer que , lorsque d'ans l'un 
des facteurs ou dans tous les deux , il y a des 
termes en plus et des termes en moins , les pre- 
miers produits sont toujours trop grands ou trop 
petits , et que par conséquent il faut que les au- 

• 

très soient des soustractions ou des additions. 

îïotre multiplication a pour résultat trois pro- 
duits partiels : mais elle n'a point de produit to- 
tal. Il ne serait pas plus raisonnable en algèbre 
qu'en arithmétique, de croire avoir trouvé un 
produit total , parce qu'on aurait transcrit , comme 
j'ai fait , tous les produits partiels sur une même 
ligtie. Il n'y a proprement de produit total que 
lorsqu'aux produits partiels on peut substituer 
une expression plus abrégée. La multiplication 
suivante en donne un exemple. 
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bc 


'CC 



aa — bb +^bc — ce 

Vous remarquerez que , pour réduire plus h" 
cilement les trois produits partiels à TexpressioD 
la plus abrégée, j'ai écrit les termes du second 
produit sous les termes semblables, du premier « 
et ceux du troisième sous les termes semblables 
des deux autres. 

Mais , pour £aiire une observation plus impor- 
tante, supposons a = 8, 6=4» ^= 2, cft voyons 
quel serait en chifires le produit des deux quan- 
tités littérales que nous venons de multiplier. 

Cbercher ce produit dans le résultat aa — - bb 
-{- ibc — cc^ ce serait le chercher dans 8x8 
— 4x4 + 2x4X2 — a X a, et l'opération 
serait longue. Au contraire elle s'abrégera, si, 
sans nous occuper du résultat donné par la mul- 
tiplication littérale , nous substituons, aux termes 
des deux quantités à multiplier , la valeur en chif- 
fres de chaque lettre : car d'un côté nous aurons 
8-4-4 — a=io,et de l'autre 8 — 4 + î» == 6» 
c'est-à-dire lo x 6=6o. 

Voiis concevez donc qu'on ne doit effectuer 
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les multiplications algébriques qu'autant qu'on 
y est forcé par la suite des opérations. Dans tout 
autre cas , on ne ferait que compliquer le calcul. 
Il faut se souvenir que tout résultat algébrique 
n'étant qu'une quantité indiquée, on doit s'ar- 
rêter à celui qui laisse le moins de calcul à faire 
avec les chiffres. C'est pourquoi au lieu d'effec- 
tuer les multiplications, on se contente souvent 
de les indiquer ainsi, « -h * - c x « — * -h c , ou 
encore (a + b — c) (a — b+ c). L'algèbre ne 
tolère pas, comme les autres langues, des dis- 
cours inutiles. 

Nous savons que pour faire une division il 
faut séparer les lettres que la multiplication a 
réunies, ou mettre au quotient celles qui ne 
sont pas communes au dividende et au divi- 
seur. Nous savons encore que pour être assuré 
d'avoir défait tout ce que la multiplication a fait , 
il faut retrouver tous les produits partiels qu'elle 
a donnés , et les soustraire l'un après l'autre. Ce- 
pendant nous serions embarrassé%âi faire la divi- 

sion mdiquée ^^,,,l\. . 

Or d'où peut venir notre embarras , sinon du 
désordre où sont les termes du dividende et du 
diviseur? En effet, puisque la division doit dé- 
faire ce que la multiplication a fait , chacun sent 
qu'on ne divisera facilement, qu'autant qu'on 
verra les termes dans l'ordre où la multiplication 
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est censée les avoir mis. Il s'agit donc d'observer 
cet ordre. Soit à cet effet la multiplication sui- 
vante. 

o^ — 1 ab + b^ 
a — h 



a^ — 2 a^b H- ab^ 

— a*ô + lab^ — b^ 

a^ — 3 a^b + ab^ + ^ab^ — è* 

Nous pourrions avoir le même produit dans un 
ordre inverse , en renversant le multiplicande et 
le multiplicateur. 

b^ — 'lab + a^ 



— é^ + lab'^ — a^b 

+ ab^ — la^b + a} 

— ^^ -f- ab^ + aaô* — 3a»é -f- a^ 

Dans le produit de la première multiplication, 
Tordre des exp&sans de a est 3 , 2 , i ; et dans celui 
de la seconde , l'ordre des exposans de b est 4 » 
3 , a , I . Voilà Tordre qu'il faut rétablir pour faire 
une division, et c'est ce qu'on appelle ordonner 
le dividende. 

On peut ordonner le dividende par rapport à 
la lettre é, comme par rapport à la lettre a : cela 
est assez indifférent : mais , parce qu'on évite vo- 
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lontier^ de commencer les opérations sur une 
quantité en moins , nous l'ordonnerons par rap- 
port à la lettre a. 



Dividende. a^ -^ Za"^ b -^ ab^ -+- aai» — M 
— a^ -f- aa" b — al^ 



Diviseur, 
a* — lab -|- b"^ 

a — b quotient. 



-I- a«^ — 2ab^ -+- M 



a3 



= a. J'écris donc a au quotient ; et , parce 

que a^ X a est un produit à défaire , j'écris — a^ 
au-dessous du premier terme du dividende; et 
les deux se détruisent par l'opposition des signes: 
j'aurai pour reste o. Cette première division par- 
tielle a d#nc défait ce qu'avait fait la première 
multiplication partielle. 

a, premier terme du quotient, a multiplié les 
deux autres termes du diviseur , et a fait des pro- 
duits qu'il faut défaire encore. Or — ^lab x a=z 
— 2 a* ô. Voilà donc une soustraction à soustraire, 
et en conséquence j'écris + aa* /^.au-dessous du 
second terme du dividende : mais ab ^ , produit 
de b^ par a, est une addition à soustraire ; et, par 
cette raison, j'écris — a^^ au-dessous du troisième 
terme. 

Les termes qui se détruisent ayant défait, par 
cette première division partielle, les produits des 
trois termes du diviseur par le premier terme du 
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sur la découverte de l'arithmétique et de l'algè- 
bre; et aujourd'hui nous pouvons faire à peu de 
frais ce qui auparavant nous coûtait beaucoup. 
Voilà le premier fruit des études bien faites. 

Ce n'est pas à l'arithmétique à nous 'préparer à 
l'algèbre : c'eât plutôt à l'algèbre à nous préparer 
à l'arithmétiqut, parce qu'elle est plus simple. Il 
est vrai qu'étant plus nouvelle pour nous, on 
suppose qu'elle est plus difficile; on le croit même, 
tant on est éloigné d'imaginer combien' ce que 
nous ignorons ressemble à ce que nous savons. 
Effrayé d'une langue qui n'offre que des signes 
indéterminés, on demanderait volontiers que si- 
gnifie j, ou toute autre expression pareille ? A cette 

question, je réponds par une autre : que signifie 
le mot être ? 

On me donnesa la réponse que je dois faire. 

Comme être se dit de tout ce qui existe, ^ se dit 

de toutes les fractions possibles. Pourquoi donc 
se faire un monstre des termes généraux ? Peut-il 
exister une langue où il n'y en ait point , et pour- 
rait-on , sans leur moyen , développer le plus petit 
raisonnement ? 

Quand les fractions sont au même dénomina- 
teur, l'addition et la soustraction ne souffrent 

aucune difficulté. Pour ajouter ^ à j, on écrira 
^-j-^ ; et , pour soustraire — ^ de j , on écrira de 
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même ^^, parce que — ( — ) z= + , parce que 
soustraire une soustraction , c'est ajouter. 

L'addition de — ^ à ^- est ^Ç^ ; et la soustrac- 
tion + - de ^ est également ^7"^; parce que 

4- ( — ) = — , parce qu'ajouter une soustrac- 
tion , c'est soustraire. 

Faut-il réduire au même dénominateur deux 

fractions, telles que ^, ^? Multipliez la première 

par ^ et la seconde par ^ , c'est - à - dire écrivez 
^, J^. En faut-il réduire trois ^, ^,^? Multi- 
pliez la première par ^, la seconde par —, la 
troisième par y, et vous aui^ez 1^^= ^, ^= î^ 

e bd __^ e 
fàd—f 

On conçoit qu'en quelque nombre que soient 
les fractions, cette réduction se fera toujours de 
la même manière , et avec la même facilité : elle 
ne sera pas même embarrassante, lorsque les 
numérateurs et les dénominateurs seront com- 
posés de plusieurs termes; parce qu'alors, au 
lieu de faire les multiplications , on se contente 

de les indiquer. Par exemple, aux fractions ^^ 
et T^n on ne substituera pas y.7. ,*^T ^t 
hf^heA-cf^ee * ^^ cxprcssious uc scraicut pas 
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les plus simples, et on écrira ±JÈ â et 

rn"XM=^ (*-*)(/ -4-0 (^-4-A)(^-H4r) 

rfTxTTT (*-H0(/+*) (*-H«)(/-h-)* 

L'addition et la soustraction des firactions ré- 
duites au même dénominateur, donnent souvent 
des résultats dont l'expression pourrait être plus 
simple, et il ne faut pas oublier de cherAer cette 

expression. Par exemple , — -^ et ^^^ , réduites 

au même dénominateur, deviennent — —r» r 

L*addition sera donc — '^'^7 — = -^^ ; et la 
soustraction, en retranchant la seconde de la 
première, sera — ^^-^^ — = — jz^n^- 

Nous avons vu que la multiplication et 1^ divi- 
sion des fractions demandent chacune deux ope^ 

imtîoDS. Si je veux multiplier ' par ^^ il finit f|ue 

je multiplie a par A, et que je le di^îse par d; 

^ X 2 = j^ De même je ferai deux opétacions 

pour diviser - par ^, mais elles seront rinverse 

de ceUes que j^ai fûtes pour multiplier; car je 
diviseraî « par 6, et je le multiplierai par d. 

* k « d md 

i • î c ^ * *c* 

On se rappelle san6 doute que, lors^'on a 
multipUé par 6, on a trop multiplié de La quan- 
tité J,et que par cooséqueut il £uit diviser tf par d: 
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on se souvient aussi que , lorsqu'on a divisé par b, 
on a trop divisé de la quantité^, et que par consé- 
quent il faut multiplier a par d. 

Nous pouvons par | désigner en général tout/es 

les fractions possibles , et certainement cette ex- 
pression ne sera pas plus difficile à comprendre 
que le mot fraction , qui en est le àynonyme. 

Or, sous ce terme général, nous distinguerions 
des fractiops de trois espèces. Les premières seropt 
celles dont les deux termes a eXb sont égaux ; les 
secondes , celles dont le numérateur a sera plus 
petit que le dénominateur b\ et les troisième^, 
celles dont le numérateur a sera plus grand que 
le dénominateur b. 

Si a =1 b, multiplier ou diviser par j, c'est 

multiplier ou diviser par i. Il n'y a donc, à 
proprement parler, ni multiplication , ni division ; 
et c'est par extension qu'on dit multiplier ou 
diviser. 

Si a est plus petit que b, la multiplication par 

« 

I ne sera une multiplication que de. nom, et 
sera une division de fait : au contraire, la divi- 
sion par I ne sera une division que de nom, 

et sera de fait une multiplication. 

Enfin si a est plus grand que b , les multipli- 
cations et les divisions par ^ seront, <Je fait comme 
de nom , des multiplications et des divisions . 
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En employant le terme général ^, nous pou- 
vons donc nous représenter toutes les espèces 
de multiplications et de divisions qu'on peut faire 
avec quelque fraction que ce soit; et, si nous 

prenons un second terme général, tel que ^, nous 

pouvons également nous représenter toutes les 
opérations qu'il est possible de faire avec deux 
fractions , ou même avec un plus grand nombre. 
Or, ce que nous aurons dit en algèbre , nous 
pourrons le traduire en arithmétique. Il ne reste 
donc qu'à le répéter, et je laisse ce chapitre à 
finir aux commençans. 



CHAPITRE X. 

Des quatre opérations sur les quantités de diffëreales 

dénominations. 

Nous avons remarqué que toute quantité peut 
être considérée comme un nombre entier ou 
comme uu nombre rompu. Un sou , nombre en- 
tier par rapport au denier, est un nombre rompu 
par rapport à la livre; un pied, nombre entier 
par rapport au pouce, est un nombre rompu par 
rapport à la toise. Dans tout cela , il n'y a que des 
rapports; et nous ne saurions nous faire l'idée 
d'un entier absolu , c'est-à-dire d'un nombre qui 
ne soit pas partie d'un plus grand. 
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Il n'y a donc pas proprement un seul entier qui 
puisse être nommé, et c'est précisément par cette 
raison que, dans les langues vulgaires, on a nommé 
toutes les mesures comme si elles étaient chacune 
autant d'entiers; en sorte que les dénominations 
qu'on leur a données semblent cacher qu'elles 
sont des fractions. De la pistole au denier, par 
exemple , il y a une suite de fractions : cependant 
on dit un denier , comme on dit une pistole ; et il 
n'y a rien dans ces dénominations qui pufsse faire 

• r 

juger qu'aucune de ces quantités soient des frac^ 
tions. 

Dans nos livres élémentaires, on nomme m- 
complexes les quantités qu'on prend pour des 
nombres entiers, et complexes celles qui sont 
composées de nombres entiers et de nombres 
rompus, a*, par exemple , est une quantité in- 
complexe, et a*^ 3"^ 6^ est une quantité complexe. 
Nous ne ferons aucun usage de ces dénominations, 
qui ne paraissent avoir été choisies que pour em- 
barrasser les commençans. Étrangers à notre lan- 
gue 5 comme la plupart de nos termes d'art et de 
science, elles ont encore le défaut de n'avoir au- 
cune analogie avec le calcul. Est -il raisonnable, 
pour apprendre à faire une chose , de commencer 
par s'exprimer d'une manière, qui ne ressemble 
point à celle dont il faut opérer? Nous parlons 
mal; voilà pourquoi nous avons tant de peine à 
fsiire des livres élémentaires. 
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Si toutes les mesures aTaient été dirisées en 
parties décimales^ on aurait vu, dans les dénomi- 
nations de chacune , comment on en doit £tire le 
calcul , et cette découTerte eût été à la portée de 
tout homme intelligent, i, -rr> t4t» -rrrs'j »nt 
des dénominations qui ne confondent pas les 
nombres entiers avec les nombres rompus, et od 
apprendrait de la langue même la manière d'o- 
pérer sur toutes ces quantités. 

C'est donc parce que notre langue est mal Êûte 
que nous ne voyons pas dans le calcul des firac- 
tions celui des quantités de différentes dénomi- 
nations : les difficultés que les commençans trou- 
vent dans ce calcul s'évanouiraient bientôt s'Us 
faisaient attention que ces quantités ne sauraient 
avoir lieu en arithmétique. 11 n'y a dans ce dia- 
lecte que des termes abstraits, et ces termes ne 
signifient et ne peuvent signifier que des unités 
de différentes espèces , des collections de ces unités 
ou des Exactions. En un mot , il ne &ut voîr en 
arithmétique que des nombres entiers et des nom- 
bres rompus : c'est une précaution absolum^at 
nécessaire , si Ton veut se rendre raison des opé- 
rations; et on brouillera tout, quand <mi cher- 
chera, dans ce dialecte, quelque chose de sem- 
blable aux dénominations mal faites de nos langues. 

Il n'y a donc en arithmétique ni Uvre, ni sou, 
ni denier; mais il y afj^; ^, et-^ de ^ ou ^-J^. 
Vous n'avez donc pas besoin de distinguer des 
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quantités complexes et des quantités incomplexes. 
Ce sont-là des fractions; et, puisque vous savez 
comment on les traite, faites comme vous avez 
&it. Rédtiisez^les au même dénominateiur, si vous 
voulez les multiplier ou les diviser ; et , quand 
vous aure^ achevé votre opération , il vous sera 
facile de trouver dans le résultat des -H-? des ~- 
^ des 77-, que vous nommerez livres, sous, de- 
niers , ou tout autrement. 

Je dis dans le résultat^ parce que, dans le cours 
des opérations, vous ne verrez que des termes 
abstraits, qui expriment des nombres entiers 
et des nombres rompus; ce sont nos langues 
qui nous portent à croire que nous opérons sur 
les mesures qu'on nomme livres , sous , etc. Voilà 
ce qui a trompé tous ceux qui ont voulu faire des 
élémens d'arithmétique. Ils semblent ne pas savoir 
de quelle espèce sont les nombres qu'on calcule. 
Ils en distinguent de deux espèces , les abstraits^ 
les concrets , et ils disent que les concrets sont 
ceux qu'on applique à quelque objet; comme si 
dans i écu, 2 écus, 3 écus, i, 2 et3 étaient autre 
chose que i , a et 3. Cette distinction est tout-à- 
fait inutile, et concret sera pour nous un mot 
barbare de moins. 

I est en arithmétique le terme général de tous 
les entiers , et les différentes expressions de l'unité 
sont autant de tenues abstraits qui désignent des. 
entiers de différentes espèces, f?" est l'entier que 
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nous nommons livre j | est Tentier que nous nom- 
mons toise , ainsi des autres. Il faudrait tradimc. 
dans le dialecte des chiffres, toute question de 
calcul qu'on nous propose en langue Jrulgaire: 
alors vous ne parleriez que le langage que vous 
devez parler : vous seriez convaincu que les cal- 
culs ne se font que sur des termes abstraits, et 
vous n'y trouveriez pas les difficultés que vous 
Y mettez vous-même , en voulant parler à la fois 
deux langages trop peu analogues Tun à l'antre 
Remarquons cependant, pour ne pas allonger 
inutilement les opérations , qu'il n'est pas toujoun 
nécessaire de traduire tous les termes des quan- 
tités de différentes dénominations. Qu'à 3* iV 
9^, par exemple , on vous propose d'ajouter 5* 
gcT ^^^ vous ne traduirez pas 3 en f^, ni 5 en ^\ 
vous écrirez seulement 3 ff , afin de donner à 
l'entier que nous nommons livre la dénomina* 
tion qui lui est propre en arithmétique. La tra- 
duction ne sera donc nécessaire que pour les deux 
autres termes. Alors, considérant que 3** = 3 2Z 
et i*^ = iV, vous traduirez i8^ par fj^. De même 
vous traduirez 9^ par -^, parce que le sou est 
un entier dont, en arithmétique, l'expression 
est TT ; vous écrirez donc : 

Z i± ^ i± ^ ^L, 

5 + -5- + -4- 

^ ■ a o ■ I % 

9** gcT ,X 
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Vous comprenez que nous devons commencer 
l'opération par la droite i^ + ir = tt + tt- 
J'écris i à la somme, et jç laisse le dénominateur 
dont je n'ai plus besoin ; 7— est une unité qui 
doit passer dans Tordre supérieur. Or -fy ou —^ 

-^ TT + -h = ^ + -h, j'écris 5 à la somme, 
et je retiens i^. Enfin ^=i,çt 1 + 3 + 5 = 
9, que j'écris. La somme est donc 9**^ 5^ i^.. 

Cette addition , faite par le moyen d'une tra- 
duction arithmétique, développe sensiblement 
tous les procédés de l'opération, et fait voir qu'en 
additionnant des quantités de différentes déno- 
minations , nous ne faisons rien que nous n'ayons 
déjà fait; mais faudra-t-il toujours faire cette 
traduction ? Je réponds qu'il ne la faudra pas tou^ 
jours écrire, et c'est ce qui abrégera bientôt le 
calcul. Faisons une soustraction d'après la même 
méthode. 



Q ±fL _|_ JL 4- 

Î7 a o ■ a o ■ 



a o I 5 ■ I 

I a 

— + — 

a o " ta 



3^ • ,8^ 9^ 

Pour soustraire T^de -tt, j'emprunte -H-- ^^tt 
— iV = iT j et cette première soustraction donne 
9 pour premier reste. 

Maintenantj'ai à soustraire -^V) non de ^, mais 
de -—, soustraction qui ne se fait qu'après avoir 
emprunté f^. Mais tt — t^ = tt? et la seconde 
soustraction donne 18 pour second reste. Enfin 
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9 , doù j'ai emprunté -jf = i , devient 8 , et 8 — 
5 = 3. Le reste total est donc 3** i iK 9^. 

Le prix d'un ouvrage ayant été fiait à 34* lO"^ 
a ^ la toise , on demande combien on doit pour 

I n toises % jMffds «^ ponces 

Cette question , traduite en arithmétique, aurait 
pour multiplicande M^T + ir + 'h^^TiTOa -^y 
et pour multiplicateur 1 7 f + | -h tV de ^ ou -n-- 
Cependant le calcul serait long si, pour préparer 
la multiplication des deux facteurs, il fallait ré- 
duire toutes les fractions du premier au dénomi* 
nateur !i4o, et toutes celles du second au déoD- 
minateur 711. 11 est vrai que les arithméticiens 
l'abrègent par le moyen de ce qu'ils appellent les 
parties aUquotes et les parties aliquantes; mais 
ceux qui ont imaginé les parties aUquotes et les 
parties aliquantes ne peuvent pas être soup* 
çonnés d'avoir voulu parler français; et il y a lieu 
de croire que nous serions plus clairs si nous re- 
noncions à ce langage. Essayons. J'écris ici d'abord 
les résultats que nous trouverons. 

1 7 toises à 34** 578* 

à 10*^ 8 10^ 

à a^ a io^ 

à 34*^ 10^ a^ ^ ^^. 

Les 3 pieds. ... 17 5 i 
Les ^ pouces. . . ' '9 ^ 

604*^17^ I^ YT 



t 8 
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Lorsqu'on propose une question d'arithmé- 
tique, si elle a pour objet des nombtes déterminés, 
c'est une nécessité de le diï*e, et par conséquent il 
faut alors faire usage des dénominations qui dé- 
terminent l'espèce d'entier dont il s'agit. On dira , 
par exeibple, 34 livres à multiplier par 17 toises; 
mais, quand on vient à la multiplication, on Hé 
voit plus ni livres, ni toises : on ne voit que les 
entiers 34 , 1 7 ; on les multiplie l'un par l'autre , 
et on ne viétit aux dénominateurs que lorsgu'U 
£iut faire l'application du résultat de la multi- 
plication. 

Je ne vois que des entiers dans 34 et dans 
17. Je multiplie donc ces deux nombres l'un par 
l'autre , et le produit 678 me donne le prix de 1 7, 
à raison de 34^ la toise. 

Au lieu de ne voir dans la iivre que des vingtiè- 
mes, j'y Verrai des demi, fles quarts, des cin- 
quièmes; et je me représenterai lo*^ = ~, 4*^^ == 
y, 5"^ = •^; alors je pourrai faije usage du mot 
livre , et je parlerai , en arithmétique , un langage 
qui m'est familier. Donc 1 7 x 10^=17 x t = 

If z= 8^ io<^. 

Après avoir trouvé ce premier résultat , je con- 
sidère le sou comme un entier dont a^ sont j , et 
je dis, à i*^ la toise, les 17 vaudraient 17^. a^ 

sont le sixième d'un sou. Dotlc 17 x a^ = -^ 

= a<^|.Enfin|-'=^=io^ 
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Je ne conserve point à la livre et au seule 
dénominations arithmétiques -H*, ^ , parce qa*aii 
lieu de faire les opérations d'après ces divi^DS) 
je les ferai d'après des 7, y, -J-, ou tout autre, 
en choisissant toujours les plus commodes. Alois 
il n'y a point d'inconvénient à conserver ma 
entiers les noms de livres et de sous. 

Quant à la valeur de trois pieds deux pouces, 
je n'ai pas besoin de la chercher dans des nom* 
bres abstraits, elle est dans les termes qui ont 
ét.'ibli l'état de la question. C'est là que je la trou- 
verai : en effet, puisque la toise coûte 34**^ 10*^ a^ 

nous aurons pour 3 pieds -^— ^ = t 7**^ 5*^ i^; 

et cette valeur nous ayant donné pour un pied 

'^ 3 zz=5* i5^ 5- , nous trouverons pour 1 

pouces-^— = -j- + _ = igcT ^ _. 

Pour la division , nous pourrions prendre Fin- 
verse de la question que nous venons de £siire : 
supposez qu'on a payé, pour 17 toises, 3 pieds 

a pouces, 6o4*^ 17^ i^ -^j et qu'on demande i 

combien revient la Jtoise ? C'est ce que nous fe- 
rons : mais il faut commencer par une question 
plus simple. 

En supprimant les pieds et les pouces dans la 
multiplication précédente, nous aurions trouvé 
qu'à raison de 34*^ 10*^ a^ la toise, les 17 re- 
viendraient à 586*^ 12*^ lo^. Je suppose main- 
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tenant qu'on sait que les 1 7 reviennent à 586*^ 
I a^ 10^, et qu'on cherche ce qu'une toise a coûté. 
Si je propose , pour la division , l'inverse de la 
question que j'ai proposée pour la multiplication, 
c'est afin qu'on puisse facilement comparer les 
procédés de Fune avec les procédés de l'autre : 
car enfin c'est en comparant les choses qu'on s'en 
fait des idées. 

Pour avoir le produit qui est devenu notre 
dividende, nous avons fait trois multiplications 
par 17, celle de 34**, celle de 10*^, celle de a^ : 
maintenant le multiplicateur 17 devient notre 
diviseur, et nous ferons trois divisions. 

La première division --^-i^ donne au quotient 

34**, et il me reste — ou ^ que je dois ajouter 
à la"^, mon second dividende. La seconde divi- 
sion sera donc ~r =10^, avec !; ou -— , Le der- 
nier dividende est donc 24 + 10 = 34- Or la 
troisième division - = 2^, et j'ai trouvé , pour 

la valeur de la toise , 34^ i o^ 2^. 

On voit que la division est bien simple, lors- 
que le diviseur ne contient point de nombre 
rompu ; si elle en contenait , elle serait plus longue 
à faire, mais elle ne serait pas plus difficile à 
comprendre. Prenons donc maintenant pour di- 
viseur 1 7 toises 3 pieds 2 pouces. 

Nous avons, dans notre dividende, trois divi- 
dendes partiels : le premier est dans 604* et nous 
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prévoyons que la division donnera un reste qui, 
joint à 1 7"^, formera le second dividende partiel. 
Le troisième sera également formé d'un reste 

ajouté à I ■^. 

Lorsque nous avons fait notre o^ultiplicatipD, 
nous avons jugé de la valeur des pouces par celle 
du pied, et de la valeur du pied par celle de la 
toise; c'est donc dans la toise proprement que 
nous avons trouvé le produit. Or, puisque nous 
devons faire le contraire en divisant, nous cher- 
cherons le quotient dans les pouces, et par con- 
séquent nous réduirons en pouces totis les termes 
du diviseur. 

Le pied contient la pouces, et la toise 7a; donc 
I ^ toUes 3 pieds q^ pouces ^— | q^Qq^ pouces^ Cependant , 

afin que la division me donne tout de suite des 
toises, je ne prendrai pas 1262 pour diviseur, 
mais -^4^. On voit même que nous ne pourrions 
diviser par laôa, qu'après avoir réduit au même 
dénominateur tous les termes du dividende : ce 
qui allongerait d'autant plus le calcul, qu'il les 
faudrait tous réduire en yj de denier. 

Nous avons donc à diviser 6o/i*^ '7^ Ts P^^ 



j^'g» or 



i a 6 a > 



et par conséquent cette division s'offre sous la 
forme de trois multiplications à faire. C'était une 
condition nécessaire de déterminer , en proposant 
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la question, les espèces de nombres entiers et 
rompus dont le multiplicande est formé , et je les 
détermine en les nomoiaiit *^, ^, ^. Mais, parce 
que ces dénominations ne sont point du tout né- 
cessaires pour multiplier, je ne me les rappellerai 
que lorsqu'il faudra les appliquer au résultat des 
multiplications. 

Ce calcul paraîtra long : mais il ne faut pas 
confondre long et difficile, lorsqu'une chose n'est 
longue à faire que parce qu'il faut répéter une 
opération simple , qui se fait à chaque fois facile- 
ment. La difficulté est donc uniquement à n'ou- 
blier aucune des opérations. Or je n'en oublierai 
aucune si je les ai toujours sous les yeux. J'écris 
donc : 

F" 6o4 X ^^. W 17 X T^Tt. îlPil XtHt. 

Voilà trois opérations. Elles comprennent cha- 
cune une multiplication «t une division, qif il faut 
faire l'une après l'autre. 

604 



Multiplication. . . 



7a 



1208 
4^28 

43488 



Dltiaioii. 



43488 



562:8 
11262 

58o 



58o^ 
'^4 laôîi 



Le reste 58o doit être joint au dividende, lors- 
que j'en serai à la divisiop de la seconde opéra- 
tion; et, puisqu'alors je n'aurai que des sous à 
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diviser, il faut que je réduise ce reste en sous, et 
que par conséquent je le multiplie par 2ào. 

58o 



II 600 

Pour la seconde opération, la multiplication 
est 17 

34 



Au produit. . . . i anJ^ , il faut que j'ajoute 
ce qui m'est resté de la première opération , c'est- 
à-dire 11600, et que je divise la 

somme 128^14 p^T 126^. 

"8a4 I n 

n lO — ~- 

1 202 <9^ 



Divifion. 



â64 
1262 

Il faut réduire en deniers le reste de cette der- 
nière division, et par conséquent multiplier 2o4 

par \i\ 

âo4 

la 
4o8 

ao4 



2448 
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Maïs mon troisième dividende ne contient que 
des Tg- de denier , j'ai donc à multiplier encore 
par 1 8 le produit a448 : 

2448 

Bfnltiplicatioa. 

18 



19584 
2448 

44064 

Maintenant je viens à la troisième opération^ et 
je multiplie 19 par 712 : 

I 19 

Muiliplication. 

7» 

38 
i33 

i368 
A ce produit j'ajoute le reste 44o64 de la der- 
nière division. 

Addition. 44^64 

i368 



' 4543a 
Et je divise la somme 4543a par- 1 a6a. 



DiTuion. 4^43 3 
1362 

757a 
1262 

0000 

XVI. 



36 



a58 LA LAlfGUE 

Le quotient est donc 36 dix-huitièmes de de- 
nier, c'est-à-dire a^, puisque 4f= a^ ; nous avons 
donc retrouvé 9 pour la valeur de la toise, 34* 



iQ<r 2^^ 



Ce long calcul s'abrégera , à mesure qu'on sera 
plus assuré de sa mémoire. Ce sont les efforts de 
mémoire, comme nous l'avons remarqué, qui 
rendent le calcul difficile avec les noms : ce sont 
ces mêmes efforts qui le rendent difficile avec les 
chiffres; et toute la difficulté, réduite à ce qu'elle 
est, se borne à ne rien oublier de ce qu'on doit 
faire. Il n'y a point d'instruction à donner à ceux 
qui semblent ne jamais savoir où ils en sont , et 
qui n'y voudront suppléer par aucun moyen. 
Voyez donc comment vous pourriez calculer, en 
faisant de votre méknoire le plus petit usage pos- 
sible , et vous en calculerez plus souvent et plus 
prompt ement ; l'algèbre vous en donnera la preuve 
sensible. 

Lçs commençans , qui trouveront dans ce cha- 
pitre de quoi s'exercer , remarqueront que j'ai eu 
raison de ne pas multiplier d'abord les exemples, 
et c'est ainsi que je continuerai : en effet, les 
exemples se présenteront assez souvent. Lorsque 
nous ne reviendrons aux opérations que parce 
que nous y serons ramenés par un objet, nous 
les apprendrons mieux , parce que nous en con- 
tracterons l'habitude avec moins de dégoût. 
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CHAPITRE X. 

Des évaluations avec les chiffres et avec les lettres. 

Quand une chose est évidente , ell^ie saurait 
être plus évidente : mais Tévidence en peut être 
saisie plus promptement et plus sensiblement , et 
cela arrive toutes les fois que nous parlons un lan- 
gage plus simple. Je répète cette observation , et 
je ne la saurais trop répéter, parce que c'est d'elle 
que nous apprendrons à nous élever de connais- 
sance en connaissance. Par exemple , nous avons 
démontré, en parlant le dialecte des noms, que 
seize sous quatre sixièmes sont en sous l'évalua- 
tion de cinq sixièmes d'une livre : nous le démon- 
trerons plus promptement et plus sensiblement 
avec le dialecte plus simple des chiffres ; car f 

de^=^de-^==-^=:=i6|^. 

Si nous faisons «= 5, ^ = 6, c= 20 , d=z i , 
nous dirons la même chose avec le dialecte des 
lettres, et 'nous verrons aussitôt qu'en général 
toute fraction de fraction s'évalue en multipliant 
numérateur par numérateur et dénominateur 

par dénominateur. *^ ~ z= *^; il n'y a plus qu'à 

» 

donner à ces lettres différentes valeurs, pour 
trouver dans cette formule l'évaluatioH de toute 



\ 
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autre fraction de fraction. Par exemple, si a = 2, 
^==3,c=ia,é/=i, cette formule donnera Téva- 

luation de deux tiers d'un pied |^ = "y^ = ^ 

___ Q ponces. 

Évaluer, c'est réduire une expression trop peu 
familière ou trop compliquée à une expression 
plus familUre ou plus simple. Les monnaies étran- 
gères, dont nous n'avons pas l'usage, nous les 
réduirons en livres de France, et une fraction 
telle que -^, nous la réduisons à f . Nous saisis- 
sons plus facilement une valeur dans une expres- 
sion simple , comme nous la saisissons plus faci- 
lement dans une expression familière. Aussi 
cherchons-nous naturellement ces expressions, et 
il n'y a pei^sonne qui n'en sache trouver. Or, 
quand on en a trouvé une, on en doit trouver 
d'autres, {>uisqu'il n'y a qu'à faire comme on a 
fait. 

La méthode la plus courte pour évaluer une 
fraction, c'est d'en diviser les deux termes par 
le plus grand commun diviseur. Nous l'avons 
expliqué ; nous avons remarqué que ce diviseur 
ne peut être plus grand que le plus petit des 
deux termes, et que par conséquent ce plus petit 
terme est le plus grand diviseur commun, s'il di- 
vise sans reste;, que si au contraire il y a un 
reste , il faut avec ce reste diviser le terme qui a 
été diviseur ; que , si l'on trouve encore un nou- 
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veau reste , il faut avec ce dernier divisçr le , pre- 
mier , jusqu'à ce qu'oii arrive à une divisian 
exacte. 

Voilà un long discours que rarithmétique dé- 
velopperait d'un trait de. plume, et mettrait tout 
entier sous les yeuK, Observez «l'opération sui- 
vante, que je fais pour trouver le plus grand 
commun, diviseur des deux termes de -ffl. 

576 

a 16 1 2 

144 



7a 



00 



Il est évident que ce diviseur ne saurait être 
plus grand que 216, et je fais la division fff-, qui 
me donne 1 44 pour reste. Alors je redis ce que 
j'ai déjà dit ; car il faut bien répéter les mêmes 
discours , quand on ne parle que pour faire ré- 
péter les mêmes opérations. Je répète donc : le di^ 
yiseur commun de \l\t\ et de !à 16 rie peut être plus 
grand que i44> ^* je fais la division 7-j^ , qui me 
donne aussi un reste 72, et qui me force encore à 
répéter le même raisonnement : le diviseur de 
72 ef rfe 144 ^^ saurait être plus grand que 72. 
Heureusement la division ^—- se fait sans reste; 
car, si j'avais eu d'autres divisions à faire, je me 
serais répété encore ; mais plus vous serez frappé 



\ 
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de mes répétitions, mieux vous apprendrez com- 
ment on trouve le plus grand commun diviseur. 
Remarquez , au reste , que ces raisonnemens ^si 
répétés se développent clairement et sans ver- 
biage dans l'opération arithmétique , où diaque 
(Kviseur se trouve naturellement au-dessous de 
son dividende : 7 a au-dessous de 1 44 9 144^^*4^^ 
sous de 216, et 116 au-dessous de 5^6; et vous 
voyez que , comme 7 2 est le plus grand commun 
diviseur de i44^^ ^^ ^16, il Test encore de 1216 et 

de 576. En effet "^'^^ =1, et cette fraction est 

évaluée ou réduite à ses moindres termes^ 

On juge sans doute que la substitution des 
lettres aux chiffres ne peut rien changer à cette 
méthode. Cependant l'algèbre aura l'avantage de 
représenter, d'une manière générale, ce que les 
chiffres n'appliquent qu'à des cas particuliers. 

Soient j=|4t> ^= ^44» ^=7^*» les trois divi- 
sions que nous avons faites deviendront, 1'® - •+- e, 
IV - + dy III^ ^ sans resté. Si ensuite nous ou- 



d 



blions les valeurs en chiffres que nous avons don- 
nées à ces lettres , aussitôt a^ bjC, d deviendront 
des termes généraux, et ce que nous aurons re- 

marqué sur la fraction ^ , se trouvera démontré 

de toute fîaction réductible à de moindres termes. 
Ainsi cette méthode , que le dialecte des chiffres 
développait mieux que celui des noms , l'algèbre 
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la développe mieux encore. Quelque nombre de 
divisions qu'il faille faire pour trouver le pins 
grand diviseur commun, vous les voyez toutes 
dans une suite de fractions, qui se form^ent cha- 
cune de la même manière, t + c, * + rf, ^ -f- e\ 

h ^ c ^ a ' 

j +/i 7 + gj €t ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à une 

division sans reste. 

C'est afin de développer cette méthode , d'une 
manière aussi simple que générale , que j'ai pris 

pour exemple la fraction j, qui est réduite à l'ex- 
pression la plus simple : mais il faut savoir éva- 
luer aussi les fractions algébriques , lorsque le 
numérateur et le dénominateur sont composés iS^ 
plusieurs termes. Sans doute que cette évaluatiojft 
ne se fera pas autrement que celle des fraçtÎQi)$ 
arithmétiques. Cependant il arrivera souvent que 
nous ne pourrons appliquer la : même métbpdç 
qu'.après quelques préparations : c'est ce qu'il faut 
expliquer. 

Soit à réduire aux moindres termes la frac- 

^'Q'^ S^^iIsîI.tl-^» 'P^^^^ qu'il faut diviser Ï4 
plus grande quantité par la plus petite , le d^Qr 
minateur par le numérateur, j'écrirai. . .... . 

3 a3 — 3 baa -I- bba — è^ ■ • • . *. -. s. 

LM-^sba+bb ' • P^^^ j^ ""^ trouve tout a coup 
arrêté : cette division ne paraît pas pouvoir se 
bXt^ , puisque 3 , coefficient du premier et du 
second terme du dividende, et i , coefficient du 
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troisième , ne contiennent pas 4 9 coefficient dé 
premier terme du diviseur, ni 5 coefficient do 
second. £lle se ferait cependant , si je mult^iais 
par 4 tous les termes du dividende ; et je juge 
que je puis faire cette multiplication , parce 
qu'elle ne changera rien au commun diviseur. Il 
n'est pas bien difficile de comprendre qu'il j a 
des multiplications et des divisions qui ne le 
changeront pas ^ comme il y en a qui te change- 
ront. 

Si je multipliais par exemple la fraction — 
par c, elle deviendrait ^-^; et si je la divisais par 
^, elle deviendrait A— Dans l'un et l'antre cas 

HOC 

•ïe premier diviseur seft'ait changé, puisqu'au lieu 
A^êtte a, il serait ab ou ac. Si au contraire je 
multipliais ou divisais par J cette même fraction, 
a, diviseur commun de ces^deux termes, le serait 

encore des deux termes des fractions - — « f 

Donc on ne change point le diviseur commun 
de deux quantités, lorsqu'on multiplie et qu'on 
divise l'une par une quantité qui ne multiplie ni 
ne divise l'autre. , 

Or 4 ne multiplie pas la quantité ^aa — 5 da 
^ki-^bb^ puisqu'il n'en multiplie que le premier 
terme : donc, en multipliant par 4 ^^ quan- 
tité 3 a^ — 3 baa + bba — b^ , je ne changerai 
point le commun diviseur des deux. Donc je trou- 
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veraî dans ce diviseur le commun diviseur des 
deux termes de la fraction proposée. Cette mul- 
tiplication par 4 donne I a a^ — la aab 4- t\abb 
— [\h^j quantité divisible par l\aa — ^ab + ^*. 

. DiTidende h. DÎTisenr «. 



Reflte 



12^3 ^ i^aah -t- ^hh — 4^ 


klÊM — Uh-^t^ 


• 


3 « Quotient. 


c. o+ 3aa6+ a3& — 4P 





La formule * 4- c , est le modèle de cette pre- 

mière division : c'est pourquoi j'ai écrit dwiilende 
b^ diviseur a, reste c. Mais, parce que je suppose 
qu'on se rappelle la raison de tous les procédés de 
cette division, je me, borne à la faire. 

La seconde division * est 'ZZ^m^i^ ' ^**^^ 
besoin d'être préparée. 

6, commun facteur de tous les termes du dé- 
nominateur, ne l'est pas de tous ceux du numé- 
rateur, puisqu'il ne se trouve pas dans /^aa. Je 
ne changerai donc pas le commun diviseur, en 
divisant par b tous les termes du dénomina- 
teur. Je fais cette division, et la fraction ^ devient 

3glZ âb^ih* » C€pc»<lant cette première prépara- 
tion ne suffit pas, puisque les coefficiens 4^ 5 et i 
ne sont pas divisibles par 3. 

Mais, parce que 3 ne multiplie pas tous les 
termes du dénominateur, je multiplierai, par ce 



même 3 Um» œox do namérateiir , 
lie ne point changer le oommon 

par cefte mnkiplÎGatîon, la fractkm 
'alIZ ^Z lSy ^<M*t Toicî la division : 



Or, 
défient 



. 


laoa — 
- iiaa — 




3aa-%-ab- 


-4M 


— 


4 Q— 




Uii. 


d.o -- 


' igah+ 19^ 





Nous sommes à la division dont le niodèle 

est ^, et qui est par conséquent _'^^T,/^ * 

1969 qui multiplie les deux termes du noareaa 
diviseur, ne multiplie pas ceux dn nonvean difi* 
dende. Cette quantité ne fait donc pas partie- du 
commun diviseur : je la supprime, et j*ai pour 
dernière division : * 



e. 



DmMor d. 



5aa+ ah — 4^* 


— a-\ 


- h 


— 3aa-|- 5ab 


—3a- 


-43 


— [\ab + 43» 

SaasrMto. . . O O 


• 



Cette dernière division étant sans reste , il est 
évident que — ^ + ^ est le plus grand commun 

1 • • 1 3aa -I- a6 — tJbh 

diviseur de -jjjj^j^^. 
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Celte même quantité Test donc successivement 

1 X2aa — xSab 4- 3^ j ^a — 5ab -|» bb 
^^ 3aa4- S — 4*»' ^^ 3aa^ 4- a^^ + 4^ ' 
1 laa' — i^aab -f- 4a6& — 4P 
4<ia — Sab 4- ^ * 

Donc enfin — a 4- ^ est le plus grand commun 
diviseur des deux termes de la fraction proposée 

3^3 Z 3aab^ abbb^ ' ^^ P^^ conséqueut nous réduirons 
cette fraction à l'expression la plus simple, si 
nous divisons son numérateur et son dénomina- 
teur par — a + B. 



Division du nnmëraleor. * 



^aa 




Sàb 


+ 


bb 


[\aa 


+ 


tyab 









— 


ah 


+ 


bb 




4- 


ab 




bb 



— •a + b 



i^ -\- b 



o 



N 



. Division du dénominateur. 



3a' — 'iaab + abb — b^ 
— ^a^ 4- 'iaab 

o o + abb — b^ 
— abb + *5 



a 



3a* — bb 



La fraction proposée, réduite à l'expression la 
plus simple^ est donc ZtL^ar 
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J'ai fait toutes les divisions , afin que les 
mençans puissent me suivre avec plus de fedlitiV, q 
Je leur ai donné peu d'exemples dans ces demi ▼ 
livres; et comme je suppose que beaucoup n'y» e 
auront pas suppléé , il faut bien que j'y supplée! c 
quelquefois moi-même. Je leur dirai mémeqoel \ 
la meilleure manière d'apprendre le calcul to!^ 
pas de s'obstiner k répéter chaque opération, 
malgré le dégoût qu'on y trouve; on apprend mal 
quand l'étude ennuie. Il suffit d'abord de bien 
saisir l'esprit de chaque méthode r quant à l'ha- 
bitude, il ne &ut pas compter la contracter ausâ 
vite; on l'gcquerra peu à peu. On s'essaiera i 
chaque fois qu'une occasion fera sentir le besoin 
de s'essayer ; et , parce qu'alors on aura quelque 
intérêt à savoir faire, on fera mieux. Voilà un 
conseil qui ne sera pas désagréable aux paresseux, 
et qui sera utile à tous. 

Ce que la recherche du plus grand diviseur 
commun à deux quantités algébriques a de par- 
ticulier, c'est qu'on a souvent besoin de préparer 
les divisions. D'ailleurs la méthode est absolument 
la même. On divise le plus grand terme par le plus 
petit, le plus petit par le premier reste, le premier 
reste par le second , le second par le troisième , 
et ainsi de suite ; c'est ce que vous dit , avec plus 

de précision , la formule ~ + c,^ + é?, ~ etc. 

Ces réductions ne sont pas proprement des éva- 
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|i-luations, puisqu'elles ne donnent pour résultats 

li que des signes généraux susceptibles de différentes 

%i Taleurs. Cependant on est fondé à regarder une 

■ expression algébrique , lorsqu'elle est simple , 

h comme l'évaluation d'une expression plus com- 

î posée; et on l'est d'autant plus, qu'elle indique 

i mieux ce'qui reste à faire pour évaluer en chif&es 

■j avec aussi peu de calcul qu'il est possible. 

I Il-^est vrai que, dans l'évaluation des quan- 

H tités aj^ithmétiques , il n'est pas toujours possible 

• d'arriver à une division sans reste; mais on n'a 

pas besoin d'avoir appris l'arithmétique pom* 

juger de ce qu'on doit faire en pareil cas. Tout 

le monde le sait. Si vous avez, par exemple, 

à diviser j 3^ entre 9 personnes , il ne vous sera 

pas difficile de trouver qu'il revient à chacune 

I —; et il ne le sera pas plus d'imaginer la substi- 

tution de — ou de 80^ à A*^. Or — = 8 -, et vous 
20 99 

avez, dans i* 8 -, le neuvième de i3*^, à moins 

d'un sou près : mais puisque le sou vaut 1 a de- 
niers vous imaginerez également de substituer au 
numérateur 8^, le produit de 8 par la, c'est-à- 
dire , q6. Or - = 10 . Donc— =1^ 8*^ to ^, et 

y V 9 — 9 9 

cette fraction est évaluée à moins d'un denier. 
Certainement il n'y a personne qui , avant d'avoir 
étudié l'arithmétique, n'ait eu occasion de faire 
de pareilles évaluations , et qui par conséquent ne 
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sache évalua une somme à moins de -rr ou de 



a o *'** '^^^ 940 



mais , si cela est , on- doit savoif* évaluer à moins 

de —7» de Trbr» tôvtôt» etc. L'opération est la 
même. En effet, comme pour évaluer la livre à 
moins d'un sou, à moins d'un denier, vous la re- 
présentez par ffj'ps^r f—-; de même , pour l'éva- 
luer à moiijs de — Vr» de —T7j de ,oo'o ' oo > vous 
la représentez par 4t^, ^t^tt. tttHt; et, dans 
^acun de ces cas , vous ne ferez que ce que vous 
êtes dans l'usage de faire , lorsque vous l'évaluez 
en sous ou en deniers. Le calcul sera seulement 
plus long. 

-^ est une fraction qui n'a point de quotient 
rigoureusement vrai , ou dont on ne saurait avoir 
la valeur exacte; mais vous l'assignerez à moins 
d'un millième , si , à cette fraction , vous substi- 
tuez l'expression identique VoW 1 dont le quo- 
tient est 4tH- + TTST- Il ne s'en faut pas d'un 
millième que ce quotient ne soit exact : car il 
serait trop grand si, au lieu de ir~j on écrivait 
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C'est dans c'es sortes d'évaluations que le calcul 
avec les parties décimales est surtout en usage: 
et nous avons promis de faire voir comment on 
l'emploie : reprenons à cet efifet la fraction -^ . 
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Vous pouvez, dans le cours de ropération, 
supprimer la virgule , si elle vous embarrasse ; 
mais vous jugez que le dividende 47060 étant 
alors mille fois trop grand, le quotient 6714 le 
sera par conséquent mille fois trop lui-même. 
Vous replacerez donc la virçule entre le troi- 
sième et le quatrième rang, et vous écrirez 6,714 



7000* 



En avançant* la virgule du côté des rangs 
supérieurs , vous représenterez des fractions 
décimales de différens ordres. Par exemple : 

i^= 0,6714+ TTTTj: 

2±1221 = 0,067.14 4- — rrrr- 

Sans rien changer au premier dividende 47,0007 
vous pourriez mettre le diviseur 7 en parties dé- 
cimales. Par exemple : ^ = 67,14 + tvt, ^^ 
= 671,4 +f5-. 
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Car, dans tonte division où le dividende reste 
le même , le quotient suit la raison inverse du di- 
viseur. Il &ut bien que, dans tous les change* 
mens qui leur peuvent arriver, le quotient smt 
toujours plus grand , dans la même raison que le 
diviseur est plus petit , puisqu'ils sontk les deux 
fiicteurs qui , dans tous les cas , doivent produire 

le même dividende. Le quotient de Î2222 est 

^ 0,7 

67 1 4^ + I» ^^ celui de ^2222 est 67 1 /i^kS H- -f. 

Je vous fais remarquer ces résultats , afin que 
vous compreniez comment la division se fait tou- 
jours de la même manière , de quelque espèce 
que soient les dividendes et les diviseurs. 

Quoique par cette méthode on ne puisse pas 
trouver un quotient rigoureux qui n'existe pas, 
cependant les évaluations qu'elle donne par ap- 
proximation peuvent être supposées e^cactes, 
lorsque la différence entre le quotient qu'on 
trouve et celui qui échappe est si petite , qiron 
la peut regarder comme nulle : mais il arrive 
que les résultats renferment quelquefois un si 
grand nombre de parties décimales, qu'on est 
obligé d'abandonner ces expressions , et d'en 
chercher de plus simples parmi celles qui en ap- 
prochent. Par exemple , la fraction 3^4^59^6535 
exprime , par approximation , le rapport du dia- 
mètre du cercle à la circonférence, et on de- 
mande une expression plus simple qui exprime. 
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à peu de choses près , le même rapport avec la 
même exactitude. C'est ce qu'on trouve par le 
moyen des fractions continues , qui sont l'objet 
du chapitre suivant. 
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CHAPITRE XII. 



Des fractions continues. 



Lorsqu'on évalue des expressions , il y a trois 
cas à distinguer : le premier, où les évaluations 
peuvent s'exprimer par des nombres entiers ; le 
second , où elles ne peuvent s*exprimer que par 
des fractions ; et le dernier , où elles ne peuvent 
s'exprimer ni par des nombres entiers, ni par des 
fractions, c'est-à-dire celui où Ton ne peut les 
exprimer qu'à peu près , ou par approximation : 

— =z 3*^ a*^ 6^ = 75o^, est une évaluation en 

deniei^s, et par conséquent en nombres entiers : 
^ == -|^, est une évaluation en nombres rompus; 
et ^= 6 , 714 est une évaluation approchée. 

Cette dernière est à moins de yttt i P^^ ïa même 
méthode on en pourrait trouver à moins de i~rr, 
à moins de ,0^*000 > etc. Il suffirait pour cela d'a- 
jouter de nouveaux zéros à 47>ooo, et de coîiti- 
nuer ensuite la division par 7 : mais , quoique 
toutes plus approchées les unes que les autres , 
XVI. 1 8 
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ces évaluations ne seront jamais qne des i^praû 
mations , et il ne sera pas possible de les exprimer 
ni en nombres entiers , ni en nombres rompus. 
Lorsque les évaluations sont dans les dem 
premiers cas , les quantités qu'on évalue se nom- 
ment rationnelles^ %u commensuraùles : ration' 
nelles^ parce qu'on voit, dans les nombres en- 
tiers ou dans les nombres rompus , la raison de 
ces quantités à l'unité ; commensurables , parce 
que l'unité en est la mesure exacte : on ne de- 
vrait pas les employer indifféremment. 

Par opposition à ces dénominations, les ma- 
thématiciens nomment irrationnnelles ou incom- 
mensurables les quantités qu'on ne peut évaluer 
que par approximation. En effet , ces quantités 
n'ont avec l'unité aucun rapport qu'il soit pos- 
sible d'assigner ; ou , pour s'exprimer autrement, 
l'unité n'en saurait être la mesure exacte. Les 
quantités irrationnelles ou incommensurables se 
nomment encore figurément quantités sourdes. 
Cette dénohiination me paraît la plus propre et 
la plus heureuse ; elle représente les quantités 
irrationnelles comme des quantités qui nous 
échappent, comme des quantités que nous ne 
pouvons assigner. En effet , c'est là le caractère 
qui les distingue. Nous aurons occasion de nous 
servir de cette dénomination. 

Les fractions continues se présentent natu- 
rellement toutes les fois qu'il s'agit d'évaluer des 
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quantités fractionnaires ou des quantités sourdes. 
J'entends ici par quantités fractionnaires non- 
seulement les fractions proprement dites , mais 
toute quantité qu'on ne saurait exprimer par des 
nombres entiers : telle est -7- , quantité formée 
d'un entier et d'une fraction. 

La réflexion qui s'offre la première, lorsqu'on 
veut évaluer •—-, c'est que cette quantité , plus 
grande que i , plus petite que 2, se trouve entre 
ces deux limites, de manière, qu'elle est de l'une 
et de l'autre, à une distance moindre que l'unité. 

Les premières valeurs approchées sont par 
conséquent ces limites mêmes , et c'est en par^ 
tant de l'une des deux que nous trouvons entre 
elles une suite de valeurs toujours plus appro- 
chées. En partant de i , je décompose ^ en 
I -h I ; et , en partant de a , je le décompose 
en a — |. Par le moyen de cette décomposition, 
j'ai dans i ou 2 une valeur approchée de -V-, 
comme j'en ai la valeur exacte dans i + | , ou 
dans a — |. 

Pour évaluer de la manière la plus simple une 
quantité plus grande que l'unité , mais inexpri- 
mable par un nombre entier , il n'y a donc qu'à 
la décomposer en deux parties , dont l'une soit 
un entier , tel que | = i , et l'autre une fraction, 
telle que |. La première partie sera la valeur 
approchée , puisqu'elle sera l'entier qui en ap*- 
proche davantage. La seconde sera une quantité 



'if 
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moindre que l'unité ; donc le rapport de Tunité 
à cette quantité , et ^ par conséquent , l'uùité 
divisée pasr cette quantité , sera une nouvelle 
quantité plus grande que l'unité,, et inexpri- 
mable par un nombre entier. ; quantité qu'il fau- 
dra , comme la première , décomposer en deux 
parties, dont l'une sera encore l'entier qui en 
est le plus près , et l'autre une nouvelle fraction. 
Il est évident que , de décomposition en décom- 
position , nous iroixsxle valeur approchée en va- 
leur approchée. 

Représentons généralement par n toute quan- 
tité plus grande que l'unité , et inexprimable par 
un nombre entier : nous aurons n entre > deux 
valeurs approchées , l'une qui est au - dessous , 
l'autre qui est au-dessus ; entre a , par exemple, 
et a -h I , en sorte que n=a -{- une fraction , 
ou /z = a -f- 1 — une fraction , suivant que a 
sera l'entier au-dessous ou l'entier, au-dessus ; 
mais , pour nous conformer à l'usage , et ne pas 
compliquer cette recherche , nous ne prendrons 
que l'entier qui est au-dessous, de n. 

Ainsi n — a sera une quantité moindre que l'u- 
nité ; et par conséquent, ^ est une quantité plus 

grande que je désignerai par p, et qui sera 
décomposable en un entier plus une fraction. De 

cette manière on aura ^^ zrzip , et par conséquent 



n — a = - • /i = a -\ — , 

p9 p 
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A présent , si nous nommons b l'entier qui ap- 
proche le plus de p , nous aurons p z=zb + une 
fraction, et nous trouverons, par un raisonne- 
ment semblable,/? z=:b + - , q étant de nouveau 
une quantité plus grande que l'unité. Ainsi on aura 

Pour continuer cette suite, g est la quantité 
qu'il faut décomposer en un entier plus une frac- 
tion. Or, il est évident que cette décomposition 
se fera de la même manière que celle de p. Nous 
répéterons donc ce que nous avons dit, parce 
que nous referons ce que nous avons fait. 

Soit donc c l'entier qui approche le plus de q, 

on trouvera jF = c + ^, r étant* une nouvelle 
quantité plus' grande que l'unité ; et notre suite 
deviendra 71 = a + î . , 

r 

Je continue de la même manière. Je décom- 
pose r, je nomme d l'entier qui en approche 
davantage, et la valeur approchée de n est expri- 
mée par la suite n = a + ^ . ^ 

C'est ainsi qu*en répétant la même opération 
nous aurons une suite de résultats qui donne- 
ront chacun une valeur plus approchée. Le pre- 
mier est une valeur exacte où a , <;omme i dans 
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^ zz= I + |-,;^'^Ppi*oche passasses; nous avons 
donc substituée à /? sa valeur approchée b , plus 

la fraction ^ ; et , par cette décomposition , nous 

avons eu, potir second résultat, n = a + ' ' 

. *"^-. La 

décomposition de ^f en c + 7, a donné le troi- 
sième n = a +{, 

^'^'î; et la décomposition àe r 

endj plus une fraction que nous désignerions si 
nous vdiilioâs ajouter 'de nouveaux termes, a 

donné le quatrième résultat n = a + * ^ 

continuité cpi'oti apercent d^nrie fraction à Tàutre , 
s^ fait nommer œtt^ saite< fraction continue*. 
On la continuera , autant qu'on . yo^^a , si l'on 

écrit +^^^^, 

^•^i,etc. . 

Quoique les fractions continues , exprimées en 
quantités algébriques, se trouvent par un pro- 
cédé bien simple > peut-être ne yêiTa-t-on pas 
d'abord comment on pourrait appliquer le 
même procédé à des quantités aritlimétiques : 
mais, si nous observons ces fractions , nous nous 
apercevrons bientôt qu'elles.^ se; > feittent par 
une méthode qui nous est connue ; et cette mé- 
thode est celle que lious avons employée pour 
trou^wer le plus grand diviseur commun à deux 
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quantités. Il faujt seulement remarquer qi^'une 
fraction continue se forme des quotiens, que nous 
négligions lorsque nous cherchions le plus grand 
commun diviseur. 

La décomposition de n en un entier plus une 

fraction , nous a donné /i = a + - , d'où n :=. a 



V 



a-dire 5 — a = - 



= ^; et, puisque nous pouvons prendre g, comme 

n , pour l'expression générale de toute quantité 
inexprimable par un nombre entier, il est évi- 
dent que la décomposition de - en un entier plus 
une fraction, doit donner le même résultat, c'est- 

A. 
B 

Or chercher le nombre entier qui approche le 

plus de j , ou chercher le quotient de A divisé 

par B, c'est certainement la même chose. Donc 
si nous nommons a ce quotient et G le reste ^ 

nous aurons-^ =s a + g, cl'où-5 — :<^ == j' ^^^^ 
j9 = ^, c'est-à-dire que p'esX égal au premier di- 
viseur B, divisé par le premier reste %1. En effet 
j = I : g , et vous voyez que la fraction dont le 
numérateur est i et le dénominateur -, est évi- 
demment la fraction ~. 

F 

Puisque p = ç, prendre pour la valeur de/^ ren- 
tier qui en approche davantage plus une fraction , 
c'est la même chose que preudre le quotient de r^ 
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plus un reste, que je nommerai D, et qui sera 
divisé par C. Soit donc b le quotient de ^ , nous 
aurons p =: b + -^, Ainsi nous trouvons j = a 



I 

C* 



Mais ^ = I •* ^ = - et y = ^. Nous trouve- 
rons donc la valeur de q dans le quotient du pre- 
mier reste C , divisé par le second reste D , plus 
un nouveau reste E , divisé par D ; et , par consé- 

queftt, si nous nommons c le quotient de ^ la 



A 



suite deviendra g = a + 7 . , 

D' 

Il est évident qu'en continuant de diviser 
chaque reste par le reste qui le suit, nous re- 
trouvons la même fraction continue que nous 
avons trouvée lorsque nous décomposions la 
quantité /e en deux parties, dont l'une étoit l'en- 
tier qui en approchait davantage, et l'autre une 
fraction. !i|pi un mot ces deux méthodes ne dif- 
fèrent que par la manière de s'exprimer. 

Ainsi pour réduire en fraction continue par 
exemple :-^-~y, nous diviserons le premier di- 
viseur 887 par le premier reste , chaque reste par 
le reste qui le suit; et les quotiens, que nous 
négligions lorsque nous ne cherchions que le 
plus grand diviseur commun, nous les prendrons 
pour dénominateurs d'autant de fractions qui 
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auront chacune l'unité pour numérateur. Met- 
tons cette opération sous les yeux, car c'est à 
eux que parle la langue des calculs, bien plus 
qu'à l'oreille, et nous ne saurions trop abréger 
le discours. 



8 8 7 ^^ 



ai6 4+1 

a3 • 9 + I 

9 a + ï 

5 .1-4-1 * 

4 I + I 

I .. ..: ..;..: 4 

1,1*' terme de la fraction continue, est la pre- 
mière valeur approchée : i + ^ = .approcherait 

davantage , mais l'expression en est moins simple ; 
et, si nous prenions un plus grand nombre de 
termes , l'expression , toujours plus rapprochée ^ 
serait aussi pins compliquée. 

Cette fraction continue a un dernier terme ^ 
parce que le' dernier divi^ur i divise 4 ^ns 
reste ; et vous concevez que cela doit arriver 
toutes les fois que la quantité à évaluer a l'unité 
pour mesure, puisque avoir l'unité pour mesure^ 
ou être divisé sans reste par l'unité , c'est la même 
chose. Nous avons vu qu'une pareille quantité se 
nomme commensurable ou rationnelle. Mais, 
lorsque les quantités à évaluer sont sourdes, 
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inoommensurables, c'est-à-dire lorsqu'elles n'ont 
pas l'unité pour mesure, quelques divisions qu'on 
Êisse , il restera toujours une firaction de l'unité : 
il ne sera donc pas possible d'arriver à une di- 
vision sans reste , et par conséquent la fraction 
continue ne se terminera point. 

Comme l'expression des quantités sourdes en 
parties décimales se complique d'autant plus 
qu'on veut approcher davantage ^ on substitue 
aux décimales des fractions continues qui don- 
nent , en expressions plus simples , des valeurs 
équivalentes, à peu de chose près. Par exemple, 

à 3,1415926535, on substituera 4T4TTl^^Hf 

i5-Hi 

^^-^■i,etc. 

Datis cette expression du rapport de Ja circon- 
férence du cercle au diamètre, la circonférence 
est exprimée par onze caractères. Or, il 'fiiut re- 
marquer qu'en augmentant d'une unité Je on- 
zième caractère, nous aurons deux limites, 5 
et 6 , entre lesquelleà doit se trouver la valeur 
la plus approchée de ce rapport. Pour ne pas 
sortir de ces limites , il ne suffira donc pas de 
&ire le calcul sur la fraction dont le dernier 
caractère est 5, il le faudra iaire encore sur cette 
même fraction , lorsque le dernier caractère aura 
été augmenté d'une imité. Si, croyant abr^^er. 
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on se bornait aux fractions {ItlH ', Votlll j les 
quotiens de la première seraient 3, 7, i5 , i , et 
ceux de la seconde 3, 7, ^^ : le troisième quo- 
tient serait donc incertain , et on ne saurait le- 
quel prendre. Si l'on veut donc qu'une fraction 
continue ait plus de trois termes , il faut adopter 
pour la circonférence une expression qui ait plus 
de six caractères. Ludolph en a donné une de 
trente-cinq , que nous lie calculerons pas. Obser- 
vons plutôt, d'une manière générale, les pro- 
priétés des fractions continues. 
La fraction continue /ï=« + r . , 

2 nous a 

donné quatre valeurs approchées dont les expres- 
sions, réduites en fractions ordinaires, devien- 
nent : 

I» n = \ II» „ = li±i. Iilo "+')'+'' > 

I b , * c H- X 

Lorsque vous considérez combien ces expres- 
sions se compliquent , votls sentez la nécessité 
de les simplifier. Or toute suite dont les termes 
se forment par une même loi peut être repré- 
setitée par A , B , C , D , etc. Les quatre approxi- 
mations précédentes seront donc jv^p» a^ v>^ ^^ 
par conséquent nous ferons : 

A = a et A' :;= I : d'où p = ^- 

B = M -*- 1 et B'=±^ : d'où J = '-^^ 
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C = cB + A et C = dB' -H A' : 

OU ^ = T— . 

D=rfC4-Bet D'= rfC 4- B': 

d OU =; z-n-L— _-- 1 • 

Les quatre termes j7, j>, ^, jy, ayant été déter- 
minés, d'autres se détermineront de la même 
manière. On fera , par exemple : 

E = eD4-CetE' = eD'+C' 
F=:/E + D et F'=/E' + D'. 

Si /i a l'unité pour mesure, cette suit« aura né- 
cessairement un dernier terme y, : au contraire 

elle aura toujours une fraction pour reste , et 
par conséquent elle pourra être continue sans 
fin , si /z ne peut pas être mesurée par l'unité. 

Notre Exaction continue étant réduite à des 
termes aussi simples, il sera plus facile d'en. ob- 
server les propriétés. Voyons d'abord quelle sera 
l'expression d^ la différence d'un terme à l'autre. 

Si nous multiplions en croix le numérateur du i 
premier terme par le dénominateur du second , 
et le numérateur du second par le dénominateur . 
du premier, nous aurons les produits A B^ , A^ B , 
dont la différence sera A' B — A B'=s:aA -h i — 
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a^ = I ; et , multipliant les dénominateurs l'un 
par Tautre, nous aurons les fractions ^,, j'» ré- 

W • • À B' À' B 

duites à la même dénomination -7-7, —-;. 

A £ A B 



♦.» I 



B 
B' 


A 

"a' — 


X 


C 


B 

B' 


X 


D 


C 

" C — 


X 


E 

E' 


D 

"D' 


X 

E'iy 



•. 



Si nous continilons de la même manière , nous 
trouverons CB' — BC = AB' _ BA' = — i . DC 
— CD'=:BC'— CB'izz I , et ED' — DE'=Cb' — 
DC = — I . Nous avons donc : * 

BA'— AB'=i 
CB'— BC'=— I 
DC— CD'=i 
ED'— DE'=— I 

Les différences qui sont en + i et — i , dé- 
montrent que les fractions j/> j^v^ ^y > etc. sont ré- 
duites à leurs moindres termes : car si C et C , 
par exemple , avaient un CQmïnun diviseur, autre 
que l'unité, CB' — BC serait aussi divisible par 
ce même diviseur. Mais cela ne se peut, parcs 
que CB' — BC'= — i. Nous aurons donc: 



A'B' 

B^ c - B C 

B'C 

(yp — ciy 

IVE — DE^ 
D'E' 
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B' > k\ C > V etc., comme B > A,C > B, etc. 

Les dénominateurs croissent donc d'un terme à 
l'autre ; le numérateur t étant toujours le même, 
chaque fraction qui suit est une valeur plus ap- 
prochée que la fraction qui précède. Mais elles 
sont alternativement en plus et en moins , parce 
qu'elles sont alternativement au-dessous et au- 



• 

• 


dessus de la vraie valeur de n, 

n a -f- - donne 
p 


t 




P A> 


-A'^A^' 




*"*"- donne 








B^-h A 

bv+a'^ 



On trouverait de même 

^ — ar -h B^. iy*-f- c» ^^^ 
n 1= ^^ 4- ^ démontre que la valeur- appro- 
chée ~, est au-dessous de n; et qu'il s'en faut de 
^- qu'elle ne soit la même. 

Quant à p , pour connaître si cette expression 

est au-dessus ou au-^dessous de la quantité n , et 
de combien elle en approche , il est évident qu'il 
faut cnercher la différence qui est entre n et cette 
fraction, en prenant, pour la valeur de /s, l'ex- 
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pression que nous venons de trouver f-^ij,. Nous 
ferons donc : 



B J_ B^-f-A B^ ; B^By+AB^-B^By-BA / 

B' B'^4-A' B' B' (B'y+A') 

^^ bwT^aO ^ mais nous savons que A B' — B A' 
= — I : donc n — 57 = 



B' — B'(B'^H-A')- , 



B 



La valeur approchée - est donc au-dessus de n : 



elle la surpasse de la quantité y r^' . j^^ y 

On trouvera de la même manière n j= ^ 
+ w/(y^ . BM » ^^ â ^^^ au-dessous de là valeur 
de/i;et 71 = ^ — ^r^577qp^,où5^ est au-des- 
sus. Vous voyez qu'on n'aurait plus besoin de 
calcul pour évaluer les termes suivans. Il est donc 

démontré que -, <n,^>n^^<ny^>n^ 
et cette alternative aura lieu dans toute la suite. 

Il est démontré encore que la différence entre 
les fractions est aussi petite qu'elle puisse l'être , 
et que pa^ conséquent il ne sera pas possible d'in- 
sérer entre deux fractions consécutives une frac- 
tion dont le dénominateur tombe entre ceux de 

ces deux fractions. Car,' si — était cette fraction 

9 • 1 C D 1 

qu on supposerait, par exemple , entre 5 et 5; , le 
dénominateur N étant entre C et D', il faudrait 
que la différence entre ^ et j^ fut plus petite qu« 
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la différence entre j, etgr; mais la. première de 
ces différences est exprimée par ^ — ^-= ^^ ""^^ 



Clf 



^, • j i> * i> c DC— ciy I 

et la seconde 1 est par ^ — ^ = — ^p, == ^^; or 

le numérateur M t' — N C étant, par sa nature, un 
nombre entier , ne peut être moindre que Tunité, 
et le dénominateur C N est nécessairement moin- 
dre que le dénominateur C IK, puisque N est 
moindre que D' par l'hypothèse. Donc il est im- 
possible que la première différence soit moindre 
que la seconde. 

Les fractions j? » 5? > ^ > 5/ ^ etc. , étant altepiati- 

vement trop petites et trop grandes, rien n'em- 
pêche d'en former les deux suites. 

m 

ACE 
r* c ' E' ' ^^^' 
- B D F 

B'' D" F' ^"'^' 

» 

Dans la première, les fractions, toutes plus 
petites que riy iront en augmentant .vers, cette 
quantité : dans la seconde , toutes plus grandes , 
elles s'en approcheront en diminuant. 

En les traitant Tune et l'autre, comme nous 

a^ons fait j?, 57 , ^, , on trouvera pour la pre- 
mière : 

c A c 

C A' A'C 

E c ^£_ 

F/ C^ E'C » ^^^' 
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Et pour la seconde : 



B 

B' 

• 


D 

jy- 


d 

B'D' 


7 


D 


F 


f 
D'F' 


• 



Si les numérateurs c, d, e,/*, étaient égaux à 
Funité ^ on appliquerait ici le raisonnement que 
nous avons fait , et on prouverait qu'il est im- 
possible d'insérer une fraction entre deux frac- 
tions consécutives de l'une ou de l'autre suite : 
mais y puisque, avant de séparer ces deux suites , 
chaque fractian de la seconde était entre deux 
de la première 9 nous sommes fondés à supposer 
que tous ces numérateurs, ou plusieurs au moins, r 
sont composés de plusieurs imités. Or, dans ce 
cas, il est évident que les fractions intermédiaires 
auront lieu. Si c= 4> o^^ cïï IX)urra insérer trois ; i 
4 , si c = 5 ; 5 , si c? = 6 : en un mot , un nombre 
égal à c — 1 . 

Si , après avoir inséré toutes les fractions pos- 
sibles entre ^, et^, entre r-et ^7 , etc. , on veut 

avoir la différence, entre deux fractions consé- 
cutives, on la trouvera en procédant comme 
nous avons déjà fait; et à l'unité, qui sera le 
numérateur de chacune, on jugera qu'il ne sera 
plus possible d'insérer aucune fraction intermé- 
diaire. 

Dans cette suite, qui est toujours au-dessous de 
XVI. 19 
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la quantité n , on remarquera que chaque frac- 
tion intermédiaire approche plus de cette quan- 
tité que la fraction |, , €lt on le démontrera, si Ton 
prend la différence entre g> et chaque fraction in- 
termédiaire. 

On fera su? la seconde suite g ' 5/ ^ p ? etc. , qui 

est toujours au-dessus de la quantité n , des cal- 
culs semblables à ceux qu'on aura faits sur la 
première, et on lui trouvera les mêmes pro- 
priétés^ 

Aucune de q^s suites ne sera terminée, si n 
ett une incommensurable : car cette quantité 
n'ayant pas l'unité pour mesure , c'est une con- 
séquence que les divisions , quel qu'en soit le 
nombre, donnent chacune un entier plus une 
fraction , et qu'elles puissent être continuées sans 
fiiiv 

Si n est commensurable , si elle peut être me- 
surée exâdeioent par l'unité, l^ufie dés deux 
suites sera nécessairement terminée : mais il faut 
remarquer^ue l'autre ne pourra pas l'être. Car , 
dans la supposition que la suite des fractions plus 

grandes se termine y par exemple 9 à .^^ la suite 

des fractions plus petites-, arrivée à -, ne pourra 

être continuée qu'en insérant entre 5? et ^ des. 
fractions intermédiaires , qui approcheront con- 
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tinuellèment de g? , et qui ù'y arriveront 

jamais : mais faisons une application de cette 
théorie. 

Suivant les observations de l'abbé de la Caille , la 
différence de Tannée commune à Tannée tropique 
ou solaire est de 5^ 48' 49''- On juge donc que le com- 
mencement de l'une ne pourra répondre exacte- 
ment au commencement de l'autre , que lorsque 
après un certain noïhbre d'années communes, on 
intercalera un certain nombre de jours. Si la dif- 
férence de ces deux sortes d'années était exacte- 
ment de six heures , on trouverait le rappoij de 
six heures à vingt-quatre dans la fraction ^ = 4» 
et on saurait qu'on doit intercaler un jour dans 

quatre ans : mais ce rapport étant dé ^^ ^^ „ ^ on 

juge qu'il ne peut être exprimé que par une 
grande fraction : en effet cette fraction est TTTif; 
c'est-à-dire qu'après 86460 drinées 'Communes, il 
faudrait intercaler 20929 joutas; 
• Pendant tout cet intervalle, le calendrier serait 
dans un grand désordre. Il s'agit doiric d*exprimer 
ce rapport d'un^ manière plus simple, afin <[ue 
les intercalations rapprochent, à peu de chose 
près, et le plus souvent qu'il est possible , le 
cemmencement de l'année commune du- com- 
mencement de l'année tropique. Il stiffit'pour cela 
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de réduire en fraction continue la fraction • Slrr- 



20929 



86400 
83716 

"0684 



4 = « 



2092917 
18788 



\n = b 



aï4i 



2684 

ai4i 


ir-c 


1 












543 


2141 
1629 

5l2 


3= 
543 

5X2 


d 


ai 


5ti 

496 

16 


16 

3i 
16 


=/ 

4 




. 






i5 


16 
i5 

I 


IZ 

i5 
i5 





Cette division se fait sans reste , parce que la 
quantité est commensurable. La suite des frac- 

tions aura donc un dernier terme =-, et j'écris 

cette suite en plaçant , au-dessous de chaque frac- 
tion, le quotient que chaque division m'a donné : 

A BCD ÉFGHV 

3?, W, C^, ly, E', r. G', H', T, 



4, 7, I, 3, I, 16, 



i5 



A ±1. 12. ' * 8 I 6 1 a o 7 4 a 8 6 5 5 5 6» 8 ft 4 o o 

i9 .79 8' 399 39' 6559 6949i34999o999* 

Maintenant, pour trouver les fractions arithmé- 
tiques, il suffira de se rappeler comment les 
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termes7-/:r; , etc. , se déterminent. Cherchons d*a- 

bord les nuni^érateurs. 

A = a = 4 • c'est-à-dire que 4 est le numéra- 
teur de la première fraction. 

B = è A + I : le numérateur de la seconde est 
égal au produit du second quotient par le nu- 
mérateur de la première plus l'unité. 

6 = 7,4+ I = 29. 

C = c B 4- A : Le numérateur de la troisième 
est égal au produit du troisième quotient par le 
numérateur de la seconde plus le numérateur de 
la première. 

C = 1 . 29 -4- 4 = 33. 

On trouvera donc le numérateur de la qua- 
trième en multipliant le quatrième quotient par 
le numérateur de la troisième, et en ajoutant au 
produit le numérateur de la seconde. 

D = 3. 33 H- 29 =z 1 28. 

On trouvera le numérateur de la cinquième 
en multipliant le cinquième quotient par le nu- 
mérateur de la quatrième, et en ajoutant au pro- 
duit le numérateur de la troisième , et ainsi de 
suite. Dès que vous connaissez la loi suivant la- 
quelle se forment ces numérateurs, il vous est 
facile de les trouver. Venons aux dénominateurs. 

A' = I . L'unité est donc le dénominateur de la 
première fraction. 
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B' = ^ = 7 : le dénominateur de la seconde 
est le second quotient. 

C = c B' + A' : le dénominateur de la troi- 
sième est le produit du troisième quotieot par le 
dénominateur de la seconde , plus le dénomina- 
teur de la première. 

e=i.7 + 1 = 8. 

D' = d C -h Bf : le dénominateur de la qua- 
trième est le produit du quatrième quotient par 
le dénominateur de la troisième , plus le déno- 
minateur de la seconde. 

D'=±:3. 8+ 'j=3i. Vous trouverez facilement 
tous les autres dénominateurs, car vous voyez 
qu'ils suivent 9 dans leur formation > la même loi 
que les numérateurs. * 

. Puisque d'un terme à l'autre cette suiie appro- 
che toujours de la quantité proposée que vous 
savez être commensurable, vous ne devez pas 
être étonné qu'elle la* reproduise dans le dernier. 
Vous jugez aussi qu'elle ne la reproduirait pas , 
si la quantité était incommensurable; parcequ'elle 
en approcherait toujours, sans pouvoir être ja- 
mais terminée. 

D'après la fraction 4 l'intercalation la plus 
simple est d'un jour dans quatre années communes. 
Plus exacte d'après -7- et ~- elle serait de 7 sur 
29, et de 8 sur 33. Cependant, comme ces inter- 
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calations sont alternativement plus grandes et 
plus petites que |4ttt j ^^ ^^^^ ^"^ l'intercalation 
d'un jour sur quatre années est trop forte, celle 
de 7 sur 29 trop faible , celle de 8 sur 33 trop forte, 
et ainsi de suite. Cependant chacune de ces in- 
tercalations sera toujours la plus exacte dans le 
même espace de temp^. 

Mais nous pouvons ici, comme dans la for- 
mule générale , distinguer deux suites , Tune for- 
mée des fractions trop petites , l'autre formée dés 
fractions trop grandes ; et par ce moyen , nous 
trouverons de nouvelles approximations , puisque 
nous pourrons insérer des intermédiaires dans 
chacune des deux suites. Écrivons-les. 

Fractions croissantes. 

III i5 

A 12. » 6 t a 8 ft 3 8 6 40 o 
i9 8' 39' 6949 ao939* 

Fractions décroissantes. 

7 3 16 I 

99 ras ao74 5569 



7 > 9 t J «55 1 i34f • 



La première suite se termine à la quantité pro- 
posée qu'elle reproduit : la seconde n^y peut arriver, 
parce qu'elle ne saurait avoir un dernier terme. 
.Au quotient i, qui est au-dessus dès fractions 
seconde , troisième et quatrième de la prehiière 
suite, on juge qu'il n'est pas pCMSsiblè d'insérer 
entre elles aucune fraction intermédiaire : mais 
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le nombre i5, qui est au-dessus de la cinquième, 
fait voir qu'entre elle et la précédente on en 
peut insérer i4* 

La seconde suite pourrait avoir 6 fractions 
avant la première , a entre la première et la se- 
conde , et 1 5 entre la seconde et la troisième : 
mais en voilà assez pour l'objet que je me pro- 
pose. C'est dans M. de la Grange qu'il faut étu- 
dier la théorie des fractions continues et leur 
usage. Aussi est-ce la source où j'ai puisé. 

CHAPITRE XIII. 

De la formation des puissances, et de rextraction des racines 
dans le dialecte des lettres, lorsque les quantités sont d'un 
seul terme. 

Une méthode plus parfaite, je ne saurais trop 
le faire remarquer , n'est qu'une langue plus sim- 
ple, substituée à une langue plus compliquée. 
Une pareille langue , en nous apprenant à dire 
avec précision ce que nous savons , nous apprend 
plus encore : elle fait voir, dans ce qu'on sait , 
ce qu'on paraissait ignorer avant de la parler, et 
il semble qu'elle conduise à des découvertes^ 
moins parce qu'elle apprend quelque chose de 
nouveau, que parce qu'elle apprend à dire ce 
qu'on ne savait pas dire auparavant. Par exemple , 
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en matière de goût , combien de choses que nous 
ne paraissons ignorer que parce que nous man- 
quons d'expressions pour les rendre ? Cependant 
nous ne les ignorons pas absolument , puisque 
nous les sentons. Le plus difficile n'est donc pas 
toujours d'apprendre les choses, souvent c'est 
plutôt d'en parler ; et les plus grands mathéma- 
ticiens n'oiit d'autre avantage que de savoir la 
langue la plus siiDple , et par cette raison la plus 
exacte. Vous venez de voir, dans le chapitre 
précédent /jusqu'où la simplicité des expressions 
nous a conduits; et, si vous étudiez les fractions / 
continues dans M. de la Grange , cette simplicité 
vous mènera bien plus loin. On ne sera donc pas 
étonné que je traite d'abord de la formation des 
puissances et de l'extraction des racines dans le dia- 
lecte des lettres : puisqu'il est plus simple, il 
nous en fera parler avec plus de facilité , et il nous 
apprendra comment nous en devons parler dan^ 
le dialecte des chiffres. 

a% a^ , a^ , a^ a°. 

Voilà une progression dont je ne connais pas 
le nombre des termes; et, par cette raison, je 
donne au dernier, pour exposant, le signe gé- 
néral /2, qui peut être dit de tout nombre. 

Ces premières expressions étaat trouvées , l'a- 
nalogie, qui nous en donnera d'autres, nous ap- 
prendra bientôt à dire ce que nous ne savons 
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pas dire encore , et nous nous instruirons d'après 
ce que nous savons. 

£n observant la progession précédente , tous 
Toyez que la quantité a est élevée à sa seconde 
puissance, quand on double son exposant; k sa 
troisième, quand on le triple; à sa quatrième, 
quand on le quajdruple; à sa puiteance /i, qiand 
Qii le preud autant de fois qu'il y a d'unités dans 
n» En général, élever une quantité à une puis- 
sance, c'est multiplier son exposant par le nombre 

qui indique la puissance même. La cinquième de 

^ .2.5 10 
a^ est a =za . 

Or, Textraction des racines est l'inverse de Té- 
lévation aux puissances, comme diviser est l'in- 
verse de multiplier. On aura donc la racine se- 
conde d'une quantité, en divisant son exposant 
par 2 ; la racine troisième , en le divisant par 3 ; 
la racine quatrième, en le divisant par 4 9 etc. 
Par conséquent , à l'expression aS racine qua- 
trième de a^, je puis substituer a 1; à a^ racine 
troisième de a^, je puis substituer af; et à a*, 
racine seconde de a^, je puis substitua a^.- 

Ces e^posans fractionnaires se nomment en^ 
cove fractions exponentielles. Mais nous ji'avons 
pas besoin de cette dernière dénomination, et 
nouslarejetterqps d'autant plus volontiers qu'elle 
n'est pas française. Les grammairiens disent qu'il 
n'y a pas deux mots parfaitement synonymes. Ce 
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n'est pas qu'ils soient sûrs de cette observation ; ' 
mais ils la supposent vraie , parce qu'elle devrait 

■ 

i'étre, parce que les langues vulgaires, auxquelles 
la nature a la plus grande part, semblent n^e 
devoir adopter que les mots dont nous avons 
besoin. Il n'en est pas de même des langues des 
sciences, que chaque philosophe veut faire à sa 
manière : lelles sont souvent des jargons; et il &ut 
commencer par les débarrasser de tous leurs mots 
inutiles , au hasard d'en paraître moins savant. 

En nous apprenant S. dire d'une nouvelle ma- 
nière ce que nous savions déjà dire d'une autre^ 
les exposans fractionnaires nous apprennent des 
choses qui ne nous étaient inconnues que parce 
que nous n'en connaissions pas le langage ; nous 
n'aurions su que répondre, si on nous eût de- 
mandé quelle est la racine carrée ou cube de a^ 

ou ce que signifient 42 ^9 ^| •* actuellement l'ana* 

logie nous fait voir que, comme a ^ est la racine 

carrée de a^. de même a- est la racine carrée 

de a, et a \ en est la racine cube. En effet a - 

X a.l = al + l = al = a, eta\ x a 5 x 

a^=:a\+ \ + ^z=z a -^=1 a. C'est ainsi qu'en 

passant d'expressions qui semblent ne rien 
apprendre , en expriessions qui semblent ne rien 
apprendre , nous apprenons néanmoins à parler, 
et nous nous confirmons que l'étude des mathéma-^ 
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tiques n'est autre chose que l'étude d-une langue. 
Si une puissance avait pour exposant un signe 
général et indéterminé, tel que /z, et qu'on nous 
proposât d'élever une pareille quantité à d'autres 
puissances, ou d'en extraire différentes racines, 
nous saurions de l'analogie comment nous devons 
opérer, puisque nous n'aurions qu'à faire sur ces 
exposans ce que nous avons £aiit sur les autres 
Le carré de a" sera donc a*+"'* ou a**, et le cube 

m 

^nr^nr^n q^j ^3/» ^ çt^^ L^ racinc carrée sera a^ ,. la 

n » 

racine cube a^ , la racine quatrième a^ , etc. 

Les racines sont de même ordre ou d'ordre 
différent. Si elles sont toutes de même ordre, 
c'est-à-dire si elles sont toutes , par exemple , 
carrées ou cubes, elles ont toutes le même déno- 
minsfteur à leurs expoâans fractionnaires : car 
tous ceux qui expriment des racines carrées ont 
2 pour dénominateur, et ceux qui expriment des 
racines cubes ont 3, etc. On juge donc qu'en 
pareil cas, pour faire la multiplication des deux, 
racines, il faut ajouter numérateur à numérateur; 
et , pour en faire la division , il faut soustraire le 
numérateur d'un exposant, du numérateur de 
l'autre. Ainsi 

I I I I a II 

a* X a* = a^ H- * =z a* = a; et o^ : a* ou 

" I ^ 

-^ = a» * == '•*» = a= I. 

al 
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Si les racines sont d'ordres différens, les unes , 
par exemple, des racines carrées, les autres des 
racines cubes; on jugera d'après ce que nous 
avons dit sur les fractions, qu'il faut ramener les 
èxposans au même dénominateur : on multipliera 
donc les deux termes du premier par, le déno- 
minateur du second, et les deux termes du se- 
cond par le dénominateur du premier. Alors, à 
II 
a^ et à a^ qu'on voudra multiplier ou diviser l'un 

par l'autre , on substituera a^ et a^ : la multipli- 

3 a 5 

cation donnera donc a^ ^ -:-:: ^6 ^ ^ la division 

3 a X 

donnera cfi ^ == a^. 

Maintenant, si nous voulons élever de pareilles 
quantités à une puissance quelconque, bu si, les 
considérant comme puissances, nous en voulons 

extraire les racines, noiis savons ce que nous 
devons faire. Dans le premier cas, nous' multi- 
plierons l'exposant par celui de la puissance; 
dans le second , nous le diviserons par celui de 

I ai 

la racine. Ainsi a^ aura pour carré a^ = ^ ■ pro- 

I I 

duit qui est le même que celui de aP x a^ = 

1,1 a I • ' ' 

— -j— _ -. • 

a^ ^ ==: a^ =:, a?. De même la racine carrée de 

I 1 i^ I * _i_ ' * 

a 6 sera a " : car a " x a " = a " " zz= a" 
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s 3 

exemple, \/ a v^ a n'est qae le produit indiqué 

de la multiplication de i^ a par \/ a. Pour effec- 
tuer cette multiplication autant qu*elle peut Tétre 
en algèbre, il fisiudrait substituer les exposans 



firactionnaires a^ et a^ , les réduire au même dé- 
nominateur et les ajouter l'un à l'autre. 

Le signe radical se met surtout devant les 
quantités que nous avons nommées irrationnelles, 
incommensurables , sourdes ; et ce signe leur a 
fait donner nne nouvelle dénomination , celle de 
quantités radicales. Voilà quatre synonymes qui 
ne devraient pas être employés indifféremment , 
puisque ce sont différentes vues de l'esprit , qui 
en ont introduit l'usage. Lorsque le rapport d'une 
quantité avec l'unité est tel que nous pouvons 
le déterminer exactement, nous disons qu'elle 
est rationnelle; et,' lorsque nous ne pouvons pas 
le déterminer exactement, nous disons qu'elle 
est irrationnelle : si une quantité est, mesurée 
exactement par l'unité, elle est commensurable ; 
et elle est incommensurable, si elle n'est pas me- 
surée exactement. Enfin, quand nous n'avons 
pas pour une quantité une expression exacte/ nous 
la nommons sourde^ parce qu'alors elle échappe 
comme un bruit sourd qu'on distingue mal. 

Une quantité sourde est donc propijement 
une quantité inassignable, c'est-à-dire une quan- 
tité qu'on ne peut exprimer exactement par au- 
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cun signe. Ainsi assignable, ou quantité qu'on 
peut exprimer exactement par un signe , sera 
l'opposé de quantité inassignable ou sourde , 
comme rationnelle est l'opposé d'irrationnelle, 
commensurable , d'incommensurable. 

La dénomination de quantité sourde appar^ 
tient, ce me semble, plus particulièrement aux 
quantités qui sont sous le radical; et celle de 
quantité radicale, qui en est le synonyme, n'en 
diffère que parce que nous sommes portés à lui 
donner plus d'étendue. Car, quoiqu'à proprement 
parler, quantité radicale et quantité sourde soient 
la même chose, cependant nous nommons, par 
extension , quantités radicales toutes celles qui 
sont sous le radical. Par exemple, i/lô? est une 
quantité radicale, qui comprend une quantité 
sourde ou inassignable et une quantité assi- 
gnable* Car 5o est le produit de ^5 par a, et ^5 
est le carré de 5 : donc \/^ 5o a^ = 5 a \/ a , où 
vous voyez que 5 a est une quantité assignable, 
et que \/ a est une quantité inassignable ou 
sourde. Bemarquons encore que, pour abréger, 
au lieu de dire quantité radicale, on dit unradical^ 
multiplier^ diviser des radicaux. 

Il est très-essentiel de savoir décomposer les 
radicaux, parce qu'il est nécessaire de démêler 
dans une quantité ce qu'elle a d'assignable et ce 
qu'elle a d'inassignable : mais cette décomposi- 
tion s'apprendra facilement : elle ne demande 

XVI. 2o 
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qu'un peu d'exercice , et il ne faut pas un grand 
effort d'imagination pour juger comment elle 
doit se faire» Supposons qu'on vous propose de 
décomposer \/ ùfiaahc^ afin de ne laisser sous le 
signe que la quantité sourde : vous remarquerez 
d'abord que \/ ^Saabc = W^TTl^ ASTT- Or, 
v/aa = a : donc v^^S^âH = a [/" /{ST7. Vous re- 
marquerez ensuite que 4^ contient les carrés 4? 
9, 16, a5 , 36 ; et que ce nombre peut être décom- 
posé , s'il a pour facteur quelques - uns de ces 
carrés. Or, 4 X 12 = 48. 2, racine carrée de 4? 
peut donc être mis devant le signe , et par con- 
séquent a \/ 4817 = aa »/ 1 277. Mais nous 
avons encore 3 x 16 == 48, et 4 est la racine 
de 16 : donc a \/ 4877= t\a \/ 377. Les autres 
carrés n'étant pas des facteurs de 48, vous voyez 
que Zhc est la quantité sourde qui doit rester 
sous le signe radical. Si vous vouliez faire repasser 
l\a sous le signe , vous élèveriez cette quantité 
au carré , et vous auriez \/ i6aa. 3bc = w^ 4^*^* 
Des exemples plus simples pourraient rendre 
cette décomposition plus familière , et voici les 
plus simples. 

\/ S= i/TT= OL {/a \/ 24= V^TT= a i/'6 
»/ 12= vXTT=3 \/'i »/32= w^7rîr=4 v^ià 
\/ 18= y^TT^zziiZ \/iL \/']B=]/T:^=5 i/Z 

Nous aurons occasion de nous exercer à ces 
sortes de décompositions, lorsque nous traiterons 
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des équations du second idegré, et c'est assez pour 
le présent de connaître comment elles se font. 
Je préviendrai seulement que les quantités ra- 
dicales ne sont quelquefois sourdes qu'en appa- 
rence, par exemple, v^j = v/ | = ^. 

Il y a une observation à faire sur les puis 
sances et sur les racines, ou plutôt il faut nous 
rappeler une chose que nous savons, et, en ob- 
servant ce qu'elle renferme, en remarquer une 
que nous devrions savoir. 

Nous n'ignorons pas que aa peut avoir, égale- 
ment pour racines — a et + « , car — a x — 
a = aa, comme -h a x + a = aa. 

Nous n'ignorons pas non plus que si — a çst 
la racine de aa, le cube sera — a^, puisqu'il sera 
le produit de — a par + a^ ; que la quatrième 
puissance, produit de — a^ par — a, sera -h 
a^; que la cinquième, produit de + a^ par — a, 
sera — a^, et ainsi de suite; en sorte que les 
puissances seront alternativement en plus et en 
moins. 

Nous savons tout cela : nous savons donc en- 
core, ce qui est la même chose en d'autres termes, 
que toutes les fois que la première puissance est 
en moins, la seconde, la quatrième, Ta sixième, 
en un mot, toutes les puissances paires sont en 
plus; et, qu'au contraire, toutes les puissances 
impaires sont en moins. 
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Donc le signe — , devant une puissance im- 
paire, est une preuve que la première est en 
moins; et +9 devant une pareille puissance, est 
une preuve que la première est en plus. Donc -h, 
devant une puissance paire, ne détermine pas si 
la première est en plus ou en moins; et, parce 
qu*alors la racine peut être double, on l'indique 
par ± \/. 

Toute puissance paire étant nécessairement en 
plus, une quantité en moins ne saurait être un 
carré , ni aucune puissance d'un degré pair ; et 
par conséquent v" — aa^ \^ — 4 » ^ — «^ 
1/ — i6,etc.,nesont pasdes racines carrées ou des 
racines quatrièmes : cependant on croit voir dans 
ces expressions des quantités qu'on nomme ima- 
gènaires; et on croit avoir une idée de ces pré- 
tendues quantités, parce qu'un signe paraît sup- 
poser une idée. Qu'est-ce donc qu'une chose qui 
implique contradiction? Si elle n'est rien, l'u- 
nique idée qu'on puisse en avoir, c'est qu'ei/e 
n'est rien ; la dénomination de quantités imagi" 
naires a été mal choisie; il fallait dire expressions 
imaginaires; expressions parce qu'elles ressem- 
blent aux expressions , qui signifient quelque 
chose; et i|fiaginaires, parce que dans le vrai elles 
ne signifient rien. Ce ne sont des expressions 
qu'improprement et par extension. Il y a donc, 
jusque dans l'algèbre, des expressions qui ne 
signifient rien : elles s'y trouvent nécessairement, 
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et par conséquent il ne faut pas s'étonner si, 
dans toutes les langues , il y a un grand nombre 
d'expressions imaginaires , qu'on prènci pour au- 
tant de quantités. 

Quelquefois les conditions d'un problème don- 
nent pour dernier résultat des expressions ima- 
ginaires, des expressions qui impliquent contra- - 
diction ; et alors on peut être assuré qu'elles soàt 
absurdes, et que la solution est impossible. 

D'autres fois le calcul fait passer par des expres- 
sions imaginaires, qui s'évanouissent aussitôt ; et 
il conduit , par ce moyen , à des résultats réels : 
c'est ce que nous expliquerons plus particulière-^ 
ment. Pour le présent, il suffit de remarquer que 
le calcul des expressions imaginaires se fait par 
analogie , de la même àianière que celui des ex- 
pressions réelles , comme dans nos langues vul- 
gaires, les mots qui ne signifient rien , se cons- 
truisent d'après les mêmes règles que ceux qui 
signifient quelque chose. Par exemple, v^ a \/ a 
=z a , de même v/lT v/ir7= — a. Ou encore 
+ \/ a — \/ a=: — a, de même -h \/^^ x — 
v/^ = — ( — a)=: + a : car — ( — a) est une 
soustraction à soustraire. 

Ce que j'ai exposé dans ce chapitre , comme 
dans les autres, est de la plus grande simplicité : 
mais, parce que vous entendez ce que je vous dis, 
ne croyez pas le savoir. Vous n'avez pas ^^ppris 
votre langue en un jour, vous n^apprendrez pas 
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l'algèbre en* nne lecture. Ce dialecte demande 
une précision qui vous est peut-être bien étran- 
gère, et c'est là Ce qui en fait pour vous toute la 
difficulté. 



CHAPITRE XIV. 

De la formation des puissances et de l'extraction des raci- 
nes, lorsque les quantités algébriques sont de plusieurs 
termes. 

(a H- 6) ^ est un carré indiqué, dont le dévf- 
loppement {a + 1?) {a + b)=zaa + lab + bh^ 
renferme le carré aa du premier terme, le double 
de ce terme multiplié par le second , lab , et le 
carré du second bh^ Ce carré développé est une 
expression ou formule générale , qui nous réglera 
jusque dans les opérations les plus compliquées. 

Puisque nous savons multiplier, il n'y a point 
de puissance à laquelle nous ne sachions é\e\et 
une quantité de plusieurs termes ; nous n'avons 
donc besoin d'observer la formation des puis- 
sances que pour apprendre à retrouver les ra- 
cines. Pour les défaire, il faut avoir remarqué 
comment elles se font, et nous pouvons com- 
mencer par défaire le carré a* + OLob + b^ 



aa H- lab + bb 


a-h b 


— (xa* — ^ah — bb 


^^ DÎTiseor. 
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a est la racine de aa\ et ayant soustrait cui de 
aa , il reste %ah + bb= (^ka -^ b) b. C'est-à- 
dire , que ce reste se décompose en deux facteurs^ 
dont l'un est b et l'autre ^ a + b. De>nc en- di- 
visant par l'un des deux , j'aurai l'autre pour quo- 
tient. Il est vrai que je ne connais que le premier 
terme du facteur 2 a + ^, mais il vrai aussi que 
je n'ai pas besoin d'en connaître davantage. En 
effet, en divisant par aa, je trouve le second 
terme de la racine. Je soustrais donc le produit 
de aa par b , celui de b par ^, et le carré est dé^ 
fait. Passons à un exemple un peu moins simple, 
dont la racine ne nous soit pas entièrement connue. 



a* -f- %ab -f- a«c -4- ^ -f- a^ -f- c* 



o 


-l-aa*-h 


a4n;4- 


*» 


-h a&; -!-<?> 




— aa* 


— 


b^ 






o 4- 


2ac 


o 


-|- ikbc -1- c» 




— 


aac 




— ^bc — c* 



a^b-\'e 



ac Première dÎTisioB. 

aa -1* a* Deuxième division. 



En opérant comme noiis venons de faire , nous 
retrouverons , pour les deux premiers termes delà 
racine, les deux que nous avons déjà trouvés. Or, 
si nous remarquons que , dans le premier exemple, 
b a été multiplié par a a, nous jugerons que, 
dans le second , le troisième terme , quel qu'il 
soit, doit l'avoir été par aa -+- ^b. Je divise 
donc par aa + a&, et cette division m'ayant 
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donné c an quotient , je soustrais 2 oc -^ 1 hc 
-i- c*, et ce second carré est encore défait. 

Pour s'assurer qu'il devait Tétre, il n'y a qu'à 
observer* comment il s'est formé. Multiplions 
donc a -+- A -I- c par a + b + c. 

a + b + c 



a -\- b -i- c 



aa -^ ab + aç 




+ ab + bb + bc 




+ oc + bc + 


^ 



aa + lab + bb + ^ac + ibc 

Vous remarquez dans ce développement que, 
comme le carré d'une quantité de trois termes 
renferme le double du premier multiplié par le 
second, il renferme également le double du pre- 
mier , plus le double du second multiplié par le 
troisième; et que par conséquent, lorsque vous 
avez trouvé les deux premiers , la division par le 
double de l'un et de l'autre doit vous donner le 
troisième. 

L'analogie nous fera donc juger que , si une 
racine a quatre termes , cinq , six, ou davantage , 
vous trouverez le quatrième en divisant par le 
double des trois premiers , le cinquième eu divi- 
sant par le double des qftatre précédens; ainsi de 
suite. £n quelque nombre que soient les termes 
pour aller de la découverte de l'un à la déeou- 
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verte de l'autre, vous ne referez jamais que ce 
que vous avez fait. Vous devez donc les savoir 
retrouver tous. 

Si la quantité n'était pas un carré, et que vous 
ne voulussiez pas vous contenter d'en indiquer 

la racine en écrivant, par exemple, [/ aa + ab 
ou (aa + ^^) Y, vous la chercheriez par approxi- 
mation. L'opération pourra vous paraître plus 
difficile ; cependant il faut remarquer qu'elle est 
absolument la même. 



— 8^"^ T65 



_ 




a' 


+ 


^» 


« + ,a - 8a3 -^ 

• 


i"^ reste 


"*" 






M 
4a> 




ae reste 






-H 


M 
4«' 


"^ 8a4 64a« 


3« reste 









, etc. 



La racine de a a étant a , je soustrais a^ de 
a", et j'ai, pour priemier reste, + è*. Quant au 
second terme de la racine, la formule aaè me 
rappelle que je le trouverai en divisant ce reste. 

par a a : ce second terme est donc + ~. 

Je reviens à la formule générale, qui est faite 
pour suppléer au défaut de mémoire; et aab 
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+ bb^metaii voir que jedois retrancher leproduit 
de a a par ~, c'est-à-dire b^, et le carré de -, 

c'est-à-dire 7—; le second reste est donc — . 

Je prends , pour diviseur de ce reste , le dou- 
ble des deux termes trouvés, na + — ; ou pluiôt 
en réduisant 2 a + —, et la division me donne, 
pour troisième terme de la racine, — g^. J'ai 
toujours sous les yeux la formule aa^ + ^', et 
je vois que j'ai à soustraire le produit de — — 

par aa + j, et le carré de — g^,. Or — ^ 

, b ^ aaA4 ^ M*«^ *4 

(2a + -; 8^"*~8^ Â^'^S^'^^ 8^ 

X — ^-r = + r--^. Le troisième reste est donc + 

Sa? 64<f° 

â-7 — ^7-7. En continuant , la formule nous ferait 

trouver une longue suite de termes ; nous n'avons 
de la peine à nous rendre raison des opérations 
de cette espèce, que parce que nous voudrions 
les expliquer avec les phrases de nos langues. 
Les quatre premiers termes de cette suite sont : 

b* M b^ 



aa 8a3 lôa^ 

Nous avons appris à extraire des racines car- 
r^ées en observant le développement d'une quan- 
tité qui s'élève à la seconde puissance; en obser- 
vant le développement d'une quantité qui s*élève 
à la troisième , nous Apprendrons à extraire des 
racines cubes, (a H- by = a^-h3a'^b + 
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3 ab^ + b^ : dans cette formule , a s'offre de lui- 
même comme premier terme de la racine , et le 
second se trouve facilement, si on remarque 
qu'il est multiplié par trois fois le carré du pre- 
mier : on divisera donc par 3aab; et pour s'assu- 
rer que la racine est exactement a -+- 3 , on 
n'aura plus qu'à soustraire 3 aab + 3ab -h P. 

Lorsque nous chercherons les deux termes de 
la racine de tout autre cube, nous répéterons ce 
que nous avons fait sur cette formule ; parce que, 
de quelque manière que ce cube soit exprimé , si 
nous le comparons terme à terme avec la formule, 
nous y trouverons toujours a + 3aab + 3abb 
+ Pi et, si cette racine avait plus de trois termes , 
cette même formule nous les fera trouver encore 
comme a^ + ^ab -h b^ nous fait trouver les 
racines carrées qui en ont plus de deux. Il suf- 
fira d'observer les cubes, comttie nous avons 
observé les carrés , et de raisonner de la même 
manière. 

Lorsque . vous aurez trouvé cette méthode 
vous-même , vous la saurez mieux que si jft vous 
l'expliquais , et vous en comprendrez mieux tout 
ce que j'ai dit dans ce chapitre; surtout elle 
vous deviendra bien plus familière , et alors vous 
pourrez chercher la racine cube approchée d'une 
quantité, telle que a^ + b^. Mais, si vous vou- 
lez trouver moins de difficulté dans cette re- 
cherche , ayez toujours la formule sous les yeux , 
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et ne vous embarrassez pas dans de longs discours. 
Nous voulons toujours parler notre langue , et il 
faudrait ne parler qu'algèbre. 

Quand on aura extrait des racines carrées et 
cubes, on saura bientôt extraire des racines 
quatrièmes, cinquièmes, etc. ; il ne faudra qu'une 
formule pour chaque espèce. 

Voilà donc de quoi exercer les commençans : 
mais je préviens que nous découvrirons des mé- 
thodes beaucoup plus simples pour extraire des 
racines de tous les degrés. 



^'^r^*^%f^%^»'^%/%f%>%/%,^\^-^%j'm/%.%/%/^^/%/y%^/^%^%/^%/%/^%^/^%^/^%/*^%t^^^%/^^%^*/^%/^/^ 



CHAPITRE XV. 

De l'extraction des racÎDes avec les chiffres. 

Traiter de l'extraction des racines avec les 
chiffres, c'est nous répéter dans un nouveau 
dialecte : mais il n'en est pas de ces répétitions 
comme de tant d'autres. Puisque nous n'allons 
de connaissance eu connaissance que parce que 
nous allons d'identité en identité, c'est une né- 
cessité pour nous de redire, d'une nouvelle ma- 
nière, ce que nous avons déjà dit; et l'art de 
raisonner ne consiste qu'à savoir changer de lan- 
gage, à traduire ce qu'on sait dans ce qu'on ne 
sait pas , ou ce qu'on ne sait pas dans ce qu'on 
sait. 
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£a algèbre , où les termes séparés par les si- 
gnes -h ou — se distinguent sensiblement , il ne^ 
faut souvent qu^un peu d'habitude pour décou- 
vrir, au premier coup d'œil, quellçs sont les 
parties d'une racine carrée. Il ne paraît pas d'a- 
bord qu'il en soit de même en arithmétique, où 
elles semblent se confondre dans un seul terme. 
Cependant, parce que chaque chiffre a un rang 
différent suivant sa valeur, chaque partie d'une 
racine a aussi une place marquée ; et la diffé- 
rence de ces rangs fait en arithmétique , quoique 
d'une manière moins sensible, le même effet 
qu'en algèbre, la différence des termes. Par 
exemple, i44» décomposé en loo + 4o + 4? 
est la formule même a* + ^ab + è''. Et vous 
voyez aussitôt que la racine a deux termes, lo + 
a = 12. 

Cependant il ne faudrait pas, d'après cet 
exeinple, se hâter déjuger que , lorsqu'en arith- 
métique la racine a deux chiffres , le carré n'en a 
jamais que trois ; car il peut en avoir quatre. Par 
exemple, 36 x 36 = 1296. D'ailleurs il faut re- 
marquer que 1296 ne peut pas, comme i44> se 
décomposer en trois parties qui correspondent , 
terme pour terme, à la formule a^ + lab + b^\ 
mais vous pouvez le décomposer en deux, cha- 
cune de deux chiffres, et cette décomposition 
vous fera trouver dans chaque partie de ce 
carré une des deux de sa racine. En effet , le plus 
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grand carré contenu dans i a est 9 : le plus haut 
chiflre de la racine est donc 3, et il reste 396 = 
^ab + bb. Une faut donc plus que diviser 39 
par 6 = a/i == 2 x 3, et vous trouverez 6 pour 
le second chiffre de la racine. 

L'analogie doit vous faire juger que, si la racine 
avait trois chiffres, le carré en aurait plus de 
quatre, c'est-à-dire cinq ou peut-être six. Par 
exemple, ^56 = aoo •+- 5o -h 6. Ainsi : 

aa ou aoo x 200 = 40000 

bb ou 5o X 5o = 25oo 

ce ou 6 X 6 = 36 

aab ou 4oo X 5o = 20000 

2ac ou 4oo X 6 = 2406 

^bc ou 100 X 6 = 600 



i>t. 



256 X 256 = 65536 

Si vous aviez donc à chercher la racine a -+- b 
c d'un pareil carré, vous le décomposeriez en 
60000 -h 55oo -h 36, et il ne vous serait pas 
difficile* de juger dans quels chiffres doivent se 
trouver les produits aa+ aab + bb •+- !àac 
+ ^bc + ce. Mais vous pouvez faire cette dé- 
composition d'une manière plus simple : il vous 
suffira d'écrire 6 | 55 [ 36 ; et , ce nombre étant 
partagé en trois tranches, vous voyez non-seu- 
lement que la racine doit avoir trois chiffres, vous 
voyez encore où doivent se trouver les différens 
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produits qui forment le carré. Soit à extraire la 
racine 9604 : 

98 



96 


04 


81 




i5 


04 


i5 


o4 



o 



Aux deux tranches de ce nombre , je juge que 
le carré a deux chiffres à sa racine; je vois encore 
que, dans la formation de ce carré, le chiffre des 
unités a dû produire des dixaines, et celui des 
dixaines , des mille. Je sais donc où prendre tous 
les produits que j'ai à défaire. Je n'ai besoin pour 
me guider que de la formule (a -H b)^ = aa 
-\- lab -{- bbj et elle supprimera bien des dis- 
cours. 

En effet a a ne peut être que dans la tranche 
supérieure, dans 96. Or, 81 est le plus grand carré 
contenu dans ce nombre : donc 9 , qui est la ra- 
cine, est le premier terme de la racine que je 
cherche. Je l'écris, je soustrais son carré 81, et 
j'abaisse à côté du reste 1 5 la tranche suivante, 04. 

Donc i504 = ^ab + bb ; et je trouverai b 
en divisant par 2 a , c'est-à-dire par 2 x 9 , ou 
plutôt par 12 X 90; car 9 doit exprimer des 
dixaines dans la racine : divisant donc 1 5o4 par 
180, ou i5o par 18, je trouve 8 pour le quotient 
de la division de lab par 2 a, ou pour b; je l'écris 
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donc à la racine, et je trouve !ia^=: i8 x 8, 
bb = S % Set nab + bb = iSo x S + & x 
8 = i88 X 8 = i5o4. Or, cette somme étant 
soustraite du nombre 1 5o4 qui nous restait, il 
ne reste rien. 9604 est donc un carré parfait dont 
la racine est 98. 

Si le carré avait un troisième terme, un qua^ 
trième, un cinquième, vous les trouveriez tous 
de la même manière, c'est-à-dire avec la même 
formule. Car si vous en cherchiez par exemple 
un quatrième , vous auriez alors 2 a = a x 98. 
Vous diviseriez donc par 196, et cette division 
vous ayant donné b^ vous n'auriez plus qu'à sous- 
traire les produits ^ab + bb. Ainsi de suite y 
parce que vous ne pouvez faire à chaque fois que 
la même chose. 

Vous ne pouvez encore que vous répéter d'a- 
près la même formule, si vous vous proposez 
d'extraire par approximation la racine d'un 
nombre qui n'est pas un carré exact, comme 5y* 
Vous écrire? par exemple 67,00 ou 67,00,00, 
ou 67,00,00,00, avec plus ou moins de tran- 
ches, chacune de deux zéros, suivant qup voua 
voudrez avoir une racine plus ou moins appro- 
chée. Chaque tranche vous donnera- un chiffre 
décimal. Vous trouverez à moins d'un dixième , 
7, 6; à moins d'un centième, 7, 64; à moins d'un 
millième, 7, 649, etc. 

Pour apprendre tous ce$ calculs , il n'y a donc 
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pas autant de choses à étudier qu'on Timagine. 
Il n*y en a qu'une proprement; et, si vous la 
savez bien faire une fois, vous la saurez bien faire 
toujours. Avec cette chose unique , quand vous 
la saurez, vous extrairez des racines troisièmes , 
quatrièmes, cinquièmes, etc., comme des racines 
carrées. Il est vrai que vous vous réglerez dans 
vos opérations d'après d'autres formules : mais 
vos procédés, quoique plus compliqués, seront 
au fond les mêmes. Au reste il est inutile de nous 
fatiguer de tous ces calculs, et c'est assez de savoir 
con^ment ils se peuvent faire. 



CHAPITRE XVI. 

Des proportions et des progressions arithmétiques avec les 

lettres et avec les chiffres. 

Nous avons* déjà parlé des proportions et dés 
progressions dans le dialecte des noms : nous al- 
lons en parler dans deux dialectes plus simples , 
et nous saurons dire beaucoup de choses que 
nous ne savions pas dire auparavant. 

2 . 5 : 6 . 9 est une expression qu'on ne peut 
généraliser; parce qu'en arithmétique chaque 
chiffre est un nom propre : au contraire en al- 
gèbre, où les lettres sont des termes générauit, 
a.b: c . Jest une expression générale, qui comprend 
toutes les proportions arithmétiques, avec quelques 
xvf . a I 
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tions qui démontrent l'une et Tautre que la somme 
des extrêmes est toujours égale à la somme des 
moyens. Car, de la première, nous tirons a = c 
— d + deta + d= c + ^ ; de la seconde, nous 
tirons également b = d — c+aet^-hc = 
d + a. 

Puisque la somme des extrêmes est égale à la 
somme des moyens, toutes les fois que quatre 
quantités sont en proportion arithmétique, donc 
réciproquement quatre quantités- sont en pro- 
portion arithmétique toutes les fois que la somme 
des extrêmes est égale à la somme des moyens. Il 
est évident qu'en prononçant ces deux proposi- 
tions, on ne fait que répéter la même chose de 
deux manières : car s\Ae a . b : c . d\e puis con- 
clure a + d=.b + c; donc, de a + ^ =^ + 
c, je dois conclure a . b : c . d. 

De l'égalité de ces deux sommes il s'ensuit que, 
dans une proportion continue , la somme des ex- 
trêmes est égale au double du terme moyen. Car 
l'expression qui s'écrit ^ a. 6 : c est la même que 
l'expression qui s'énonce a . b: b .c^ dont elle 
est une abréviation; et par conséquent a -f- c = 
b+b=i%b. 

Maintenant il sera facile de trouver le qua- 
trième terme d'une proportion lorsque les trois 
premiers seront connus.^On dira a.b:c. x; donc 
a + X =:zb + c; donc x =ib + c — a. 

On trouvera avec la même facilité le terme 
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moyen entre a^lb; parce qu'ayant : a . x .b^ 
onaa-|-^=:2a:eta: = ^ — . 

En nommant d la différence , une proportion 
arithmétique s'écrira a . a ± d : b . b ± d; et 
cette expression plus générale comprendra, par 
le moyen du double signe ±: , les proportions où 
le conséquent est plus petit que l'antécédent , 
comme celles où il est plus grand. En décompo- 
sant les deux conséquens, elle démontre d'une 
manière on ne peut pas plus simple , que la 
somme -des extrêmes est la même que celle des 
moyens ; puisqu'elle donne pour l'une a + b ±. 
d, et pour l'autre a ± d + bj c'est-à-dire les 
mêmes lettres : mais ce n'est pas là son unique 
avantage. Comme elle est la plus générale , elle 
est aussi plus utile qu'aucune autre : nous dirons 
avec elle ce que nous n'aurions pas su dire sans 
elle , et nous nous élèverons à de nouvelles con- 
naissances. 

Quoiqu'une proportion continue ne s'écrive 
qu'avec trois termes, elle s'énonce , coâkQie nous 
venons de le remarquer, avec quatre t û . a + 
d . a -A- 2 â?, s'énonce a est à a -|- d', comme a 
-\- desXka + a d. Ainsi, dire que la somme des 
extrêmes d'une proportion continue est égale au 
double du moyen écrit, c'est dire qu'elle est égale 
à la somme des deux moyens énoncés. Par 
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on Ton voit que toQt ce qa'on démcmtre cKane 
proportion de quatre termes, est démontré d'ufie 
proportion continue. 

Mais une proportion continue est une progres- 
sion de trois termes. Donc une progression qui 
en a pius de trois est , dans l'énoncîatioB, une 
suite de proportions qui eu ont chacune <|uatre. 
En effet, la progression de sept ^ a.a + d . a 
+ nd . a + 3rf. a + ^d . a+ Sd . a -4- (W/, 
s'énonce a est à a + dy comme a + d est à a 
+ ^dj comme a + ^d est à a + 3 J, etc. Donc 
ce qui est vrai des proportions est vrai des pro- 
gressions; c'es^à-dire quela somme des extrêmes, 
si le nombre des termes est impair, comme dans 
une proportion continue , est égal au double du 
terme moyen ; et qu'elle est égale à la somme des 
deux moyens, si le nombre des termes est pak*,, 
comme, dans une proportion de quatre. 

Ces démonstrations, tirées de renonciation, de- 
manderaient de longs discours, et par cette raison 
seraient plus difficiles à suivre. Cependant j'ai 
cru devoir commencer par les donner, parce qu'a- 
près avoir entendu, avec quelque peine, un lan- 
gage qui parle plus aux oreilles qu'aux yeux, nous 
en sentirons mieux les avantages d'un langage qui 
parle plus aux yeux qu'aux oreilles. 

I a 3 4 567 
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Les detrx ettf éifite de cette ptogre^^ôrn \ et 
7, font, avec le terme moyen ^.la proportioti 
continae f- a . ^l 4- îrf . « + 6 rf. Donc la Jkwnme 
des exti'êmes d'ane progression est égale au dèû* 
ble du terme moyen. 

Le troisième et le cinquième tèrhie, égale-^ 
ment éloignés des e&trétties, font avep eut là 
proportion a* a + idia + l{d.a + &d. Donc 
la somme (te deux termes, également éloignés 
des extrêmes^ est la même que la somme des 
extrêmes : mais nous démontrerons toutes ces 
propositions d^une manière plus simple et plus 
sensible , iï , âpres avoir écrit dans tin ordre di- 
rect l'expression générale de toute progression j 
nous la récrivons au^desSdtis danstiri ordre ré* 
trograde^ 

i % 3 4 5.6 7 
7 6 5 4 3 a i 

a-^ed.tl-^Sd.it+iJ.à-f-3d.d + ad. d + d. à 

-- - ■-- ■- ■■■- ■ 

ika-^6df2a~^6ay%a~^6d,2a-\'6d, aa-^^ôd, na-^Gd, aa-^-ôd, 

I 

Vous voyezE que la sqjpimfe des àtùx extréitte^^ 
1 et 7, est 7i a -h 6 d; et que>cdle de dedl 
tenines qui sont également ék>igtiés ,- tels qûre à 
et 6 , 3 et 5 , est aàssi a a H- 6 ^. 

Cette formule générale nous apprefidra coiâ* 
ment on peut insérer, entre deux termes donnés^ 
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un noiobre quelconque de moyens prot>or- 
tionnels. Qu'on nous propose, par exemple, 
d'insérer quatre termes entre 3 et 9 , oé sera nous 
demander une progression de six termes dont 3 
et 9 soient les extrêmes. Faisons donc a = 3 ; et, 
d'après la formule, écrivons: 

:- 3.3-i-J.3 + aJ.3 + 3J.3H-4rf.3-h5i*. 

Le sixième terme 3 + 5^ nous fera connaître 
la dififérence : car , puisqu'il doit être égal à 9 , 
nous avons 5d = g — 3 =z=6, et d=j=: 1 j. 
La progression sera donc : * 

-f- 3.43.5i.6|:.7|.8|ou9. 

En effet, la progression ayant six termes, elle 
a cinq différences, qui, étant égales, sont cha-^ 
cune un y de celle qui est entre 3 et 9, c'est-à- 
dire y de 6 ou y. 

-^ a. a dz d . a ± !ï d . a ±: 3 d, etc. , est 
l'expression de toute progression croissante ou 
décroissante, suivant qu'on prend te signe supé- 
rieur ou le signe inférieur. Or, remarquez^que, 
dans cette formule , le coefficient qui multiplie la 
différence d, est nécessairement dans chaque 
terme un nombre égal ^u nombre des termes 
moins un. Donc Je second est égal au premier 
± d y, 2 T— I ; le troisième, égal au premier ^ d 
X 3 — I ; le quatrième , égal au premier ± d 
X 4 ^— î c*^c. Donc , dans toute progression arith- 
métique, le dernier est égal au premier plus ou 
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moins la différence , multipliée par le nombre des 
termes moins un. Par conséquent, si nous nom- 
mons n le nombre des termes , a le premier et u 
le dernier, nous aurons, pour l'expression de ce- 
lui-ci, u:=a=i d (n — I ). Qu'on vous demande 
donc le dernier terme d'une progression dont le 
nombre des termes est de 1 1 , le premier a , et la 
différence 3 ; vous feïez a=:a,^/=z3,/2 = ii, 
et vous trouverez i/=2+3xio=: 32. Il ne 
sera pas plus difficile de. nous faire une formule 
pour trouver la somme de toute progression. 

Dans toute proportion continue le terme 
moyen est égal à la moitié de la somme des ex- 
trêmes. Il est donc le tiers de la somme de la pro- 
portion , et par conséquent la somme d'une pro- 
|>ortion continue est trois fois la moitié de celle 
des extrêmes : elle est la somme des extrêmes , 
multipliée par la moitié du nombre des termes. 
Si nous nommons s la somme de r cl * a + d . a 

-h a éf, nous aurons 5=(2a + a^)| = -^ 

=3û -I- 3 rf, et c'est en effet la somme que donne 
l'addition. Soit donc en général le premier terme 
a, le dernier u. et leur nombre n , nous aurons s 

Or , ce qui est démontré d'une proportion con- 
tinue l'est d'une progression de trois termes , et 
ce qui l'est d'une de trois, l'est de toutes les pro- 
gressions possibles. Il est évident que la loi gé- 
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a lieu. Si Tantécédent oontieut deux fois le con- 
séquent ,4*^9!^ raison se nomme, double ; tri- 
ple^ s'il le contient trois fois , 1 2 : 4 9 quadruple , 
s'il le contient quatre , 8 : a , etc. Mais ces déno- 
minations sont assez inutiles. 

Dans tout autre cas , la raison est exprimée par 
une fraction plus grande ou plus petite que l'u- 
nité; plus grande, ^: 'i= i y; plus petite^ 4 - 6 
=4- Enfin , lorsque la raison échappe à toute 
expression , elle est sourde, 5 ; 1/ a , l/' 6 : 4- 

Mais on distingue encore des raisons, au'on 
nomme composées^ quand on les compare aux 
raisons simples qui en sont les racines ou les 
raisons composantes. Par exemple j uce : bdf^ 
est une raison composée de rAons simples, a : ^, 
c: d^eif. Elle se forme en multipliant les anté- 
cédens des raisons simples par les antécédens , et 
les conséquens par les conséquens. liCs espaces, 
par exemple , renfermés dans deux salles ne sont 
pas en raison d'une s^le dimension ; ils sont en 
raison des trois ensemble. Ils sont donc en raison 
composée de la longueur, de la largeur et de la 
hauteur ; et cette raison composée a pour racine 
longueur : longueur, largeur : largeur y hauteur : 
hauteur. Les antécédens sont , par conséquent , 
longueur, largeur, hauteur d'une des deux salles; 
et les conséquens , longueur, largeur, hauteur de 
l'autre. Supposons que l'une ait 36 pieds en lon- 
gueur, 16 en largeur, i4 en hauteur; et l'autre 
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42 en longueur, a4 en largeur et lo en hauteur. 
Nous écrirons : • 

Longueur 36 : 4^ :: 6 : 7 
Largeur 16 : a4 - 4-6 
Hauteur i4 •' 10 :: 7 ; 5. 

Mais comment trouverons-nous cette raison 
composé^? Eu faisant plusieurs fois ce qu'on ne fait 
qu'une, lorsqu'on chercherche une raison simple. 
Nous pourrions prendre les produits des trois 
antécédens pour le numérateur d'une fraction, 
pour dénominateur les produits des trois consé- 
quens; et il est évident que cette fraction, ré- 
duite aux termes les plus simples , serait l'exprès* 
sion dé la raison composée: mais Topération serait 
longue. Faisons mieux : prenons séparément cha- 
que raison composante; ou, pour parler plus 
exactement , réduisons-les chacune à l'expression 
la plus simple : nous devons présumer qu'alors la 
raison composée s'offrira d'elle-même. Je dis donc 
36 ; 4^^ •• 6 : 7, 16 : 24 :: 4 • 6, i4 • 10 :: 7 : 5; 
et je n'ai plus de multiplication à faire : car cer- 
tainement il serait inutile de multiplier d'un côté 
les antécédens 6, 7, et de l'autre les conséquens 
7 , 6. La raison , composée des deux espaces, est 
donc 4 •• 5. 

Quelquefois on ne voit pas d*abord comment 
on pourrrait réduire chaque raison composante , 
par exemple : 
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la 


: a5 


a8 


: 33* 


55 


: 56. 



Mais vous pouvez transposer les antécédens on 
les conséquens sans rien changer à la raison 
composée , et aussitôt les raisons composantes se 
réduiront facilement. Ecrivons donc : 

55 : aS ;: ii : 5 
la : 33 :: ^ : ii 
a8 : 56 :: la : a. 

Vous voyez que 1 1 est d'une part un des au-« 
técédens, et de l'autre un des conséqueos : vous 
le pouvez donc exprimer, et il vous reste pour 
la raison composée 4 : i o pp a : 5* 

Lorsque les raisons composantes sont égales , 
les raisons composées qui en i^ésultent sont des 
raisons multiples, aa : bb^ est une raison multiple 
de a : À et a : é ; la raison a? : b^ est multiple 
de a : b^ a i b^b : b. La premi^e, a^ : q^^ se 
nomme raison doublée; la seconde, a^ : a^, se 
nomme raison triplée, etc. Les géomètres font 
un grand usage de ces dénominations : ils disent 
que les carrés sont en raison doublée de leurs 
racines, les cubes en raison triplée, etc. Cepen- 
dant on pourrait dire également raison carrée, 
raison çube^ raison quatrième^ etc. Quand on a 
déjà une dénomination , est-il bien nécessaire d'en 
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faire une nouvelle? Par exemple^ on démontre 
en géométrie que les cercles sont entre eux en 
raison doublée de leurs diamètres. On veut dire 
qu'ils sont en même raison que les carrés de 
leurs diamètres. On serait entendu si l'on s^en 
tenait à cette dernière expression : rnais toute 
autre a besoin d'être expliquée. 

Supposons deux cef clés , dont Tun ait 45 pour 
diamètre et l'autre, 3o; ils seront l'un à l'autre 
comme 45 X 4^ : 3o x 3o; et la raison, qui est 
ici 9 : 4? se trouvera promptement , si on écrit : 

45 : 3o :: 9 : 6 :: 3 ; a 
45 : 3o :: 9 . 6 :: 3 : 2 

car alors la raison 45i 45 : 3o. 3o se réduit à 

3:3:2.9:4' 

La proportion ai b :: c:d ayant pris la forme 

* =^, devient ^ = ^, lorsqu'on a réduit les 

deux fractions au même dénominateur; et, puis- 
que la suppression du dénominateur ne change 
rien au rapport qui est entre les deux membres 
de cette équation, elle devient enfin ad^=:bc. 
C'est-à-dire que le produit des extrêmes est égal 
au produit des moyens ; et que par conséquent , 
dans une proportion continue, le produit des 
extrêmes est égal au carré du terme moyen. 
:: aib: Cj donc ac-=zbb. 

Cette propriété de toute proportion géométri- 
que se démontrera d'une manière plus sensible 
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encore, srfi, à l'expression a : b :: c : d^ nous 
substituons a \ aq : : b : bq , expression qui dé- 
compose les deux conséquens. Ici - est la rai- 
son , et l'équation ab q=z aqb fait voir, jusque 
dans l'identité des lettres , l'identité des produits. 
Puisque le produit des extrêmes est égal au 
produit des moyens, toutes les fois qu'il y a pro- 
portion, donc , réciproquement , il y a proportion 
toutes les fois que le produit des extrêmes est égal 
au produit des moyens. En effet dès que abq = 
aqb^ on n'a qu'à diviser chaque membre par abqq , 

aba aab ' ^ ^ ' 

et on aura -rr- = -r- ou - = t- ? ^^ P^r conse- 

abbq abqq aq bq^ *■ 

quent a : aq :: b : bq; et, pour dire la même 
chose avec des expressions plus simples, ad-=.bc^ 

donc ^ = — , donc 3 = ^7 donc a\ b \c va. 

Dans une proportion on en trouve beaucoup 
d'autres par la seule transposition des termes , 
parce qu'il suffit qu'après cette transposition 
l'identité subsiste entre le produit des extrêmes 
et celui des moyens. Si a : è :: c : rf, donc b 
a :: d \c^ a: c :: b : d, d :b :: c : Uj d : c :: b 
a; donc encore a + b : a :: c + d : Cj a — b 
a w c — <f : c, etc. Car, dans tous les cas sem- 
blables , il est aisé de s'assurer que le produit des 
moyens est le même que celui des extrêmes. 

Qu'on multiplie ou qu'on divise l'antécédent 
et le conséquent d'une raison par un même nom- 
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bre , on ne le change point ; et cela n'est pas 
étonnant, puisque rantécëdènt et le conséquent 
sont le numérateur et le dénominateur d'une frac- 
tion , dont on ne change point la valeur quand 
on en multiplie ou qu'on en divise les deux ter- 
mes par un même nombre. Ainsi a : aq, am: 

am q, - :t^ ont également poin* raison ou pour 

quotient i-. 

Mais m est une indéterminée, qui peut être 
employée pour toutes sortes de nombres entiers 
ou rompus. La raison qui est entre deux quan- 
tités est donc la même entre leur double, leur 
triple , leur quadruple , etc. ; leur moitié , leur tiers , 
leur quart , etc. 

Elle continue d'être la même entre les mêmes 
puissances de ces quantités , et entre les mêmes 
racines. Il suffit , pour le démontrer , de l'expres- 
sion a"^ : b'" :: c'* : d^, qui donne a"* d'^ = 
^m ^m^ Les quantités proportionnelles, élevées 
chacune aux mêmes puissances, sont donc propor- 
tionnelles encore; et leurs racines, si elles sont 
du même ordre, le sont également. 

De deux proportions qu'on multiplie terme 
pàJc» terme , il en résulte une proportion dans les 
produits. Les termes de iz : aq :: 3; fty, multipliés 
par les termes cotrespondans Aec : cp :: d : dp^ 
produisent clc : aepq :: bd : bdpq. La division 
des termes correspondans de l'une par les termes 

XVI. 'k% 
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correspondans de l'autre ^ donne également une 

.• a aa b bq 

proportion - : -^ . : 3 : j^. 

r r c p a dp 

Dans une suite quelconque de quantités pro- 
portionnelles , qu'on peut exprittièr en général 
par a : aq:: b ' bq :: c : cq ::d : dq^ la somme des 
ahtécédens a + b + + d est k la somme des 
conséquenso^+^y + cq + dq^ comïne un anté- 
cédent à son conséquent. On le voit sensiblement , 
si l'on écrit a + b + c + d:(a + b+c + d) 
q :: a : aq. 

La progression -77 a^ : û^ : à^ : a? : a^ :a^ : a^, 
représente une suite de quantités proportion- 
nelles, et cette expression peut s'écrire - = ^ 
= -5 = — = -T = --. G est même ainsi qu on 

énonce cette progression, puisqu'on dit i est à a 
commeaà a*, comme a* à a^, commea^ à a^,etc. 
Mais toutes ces fractions sont identiques : cha- 
cune , réduite à l'expression la plus simple , est 

-; et , après cette réduction, nous avons 6 pour la 

somme des numérateurs, et 6 a pour celle des 

dénominateurs; nous avons donc ^ ^ , ou 6 : 

6 a : : I : â^. Donc la somme des numérateurs est à 
celle des dénomitateurs , comme un numérateur 
est à son dénominateur^ Or les numérateurs sont 
les antécédens d'une progression, et les dénomi- 
nateurs en sont les conséquens. 

Il serait inutile d'entrer dans de plus grands 
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détails à ce sujet. Nous serons toujours à temps 
de tirer de pareilles conséquences lorsque nous 
en aurons besoin.- Bornons-nous à faire voir com- 
bien il est facile de trouver un quatrième terme 
proportionnel à trois termes donnés. a\. b\\ cx^ 

donc ax=i bcj et x=z ~. Voilà ce qu'en arith- 
métique on entend par la règle de trois , et c'est 
tout ce que j'en dirai. Je ne parlerai pas même 
des antres règles des arithméticiens pour résoudre 
des problèmes que l'algèbre résout beaucoup 
mieux. Nous savons assez d'arithmétique. 



CHAPITRE XVIII. 

Des progressions géométriques. 

^ aq^ : aq,^ : ag^ : aq^ : aq^ : aq^^ etc.,: est 
une expression générale qui comprend toutes les 
progressions possibles; toutes les progressions 
croissantes , si q> \\ toutes les progressions dé- 
croissantes , si ^ < i; et si 5^ = I, fous les termes 
sont égaux. 

Quand nous déterminons 1 a raison par la fraction 

—, elle est-. Alors le second terme est le quotientde 

I 

la division du premier par la raison :T = aq. Mais 
parce que cette opération n'est une division que 
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de nom, et qu'à parler proprement, elle est une 
vraie multiplication, il me paraît plus simple de 
regarder tous les termes de cette progression 
comme les produits successifs de a par y®, ^% g^*, 
q^^ etc. 

La loi qui détermine tous les termes de cette 
progression est donnée dans les premiers, et on 
n'a pas besoin de passer par les intermédiaires 
pour arriver à l'expression d'un terme quel- 

3-1 

conque. Comme le troisième est a ^ ou a ^ *, 



10— I 



le dixième est âf^ ou a ^9; et si on nomme n 

n — I 

le nombre des termes, le dernier sera aq 
Supposons , par exemple , qu'on demande le 
onzième terme de la progression 1,2,498, etc. , 
nous aurons a^=.\^ qz=.^^n — 1 = 10, et par 
conséquent le dernier terme, le onzième, est a *® 
= 1624. Si l'on voulait avoir le dixième, on trou- 
verait 2^=: 5i2, etc. Soit l'équation 

5z= I -f- » -f- 4 -h 8 -f- 16 -f- 3a -H 64 -H ii8 -h a56 4- 5ia, 

le second membre est une progression de dix 
termes, et il s'agit d'évaluer le premier*^, ou de 
trouver la somme du second i + 2 + 4 ? etc. 

Considérez d'abord que , si vous multipliez l'un 
et l'autre par la raison 2 , vous aurez une équa- 
tion qui sera. le double de la première. Considé- 
rez ensuite que, si vous retranchez l'équation 



DES CALCULS. 34 1 

simple de l'équation double , le reste doit être la 
somme que vous cherchez : ainsi 

aj = a-H4 + 8 + i6-H32-f-64-|-i28-+-a56-f-5ia -+- ioa4 
a* — *rza — i — a-|-4 — 4+8 — 8-|-i6. ...é... + ioa4 . 

il reste donc s=z 1024 — i, et la somme est i023, 
La soustraction détruit par les signes contraires 
tous les termes de la valeur de s, excepté le pre- 
mier, qui reste en plus. La somme se trouve donc 
en multipliant le dernier terme par la raison, et 
en retranchant i du produit. Donc en général, en 

nommant n le nombre des termes, lé dernier 2 . , 
multiplié par la raison 2, deviendra 2", et la 
somme de la progression sera = a** — i ; par 
exemple, i -H2 + 4 = 4;2i — A=7;jf + a + 
4+ 8 = 8;2 — I =i5, etc. 

Soit ^= I -H 3 + 3* + 3^ . . + 3 : en mul- 
tipliant par la raison, qui est ici 3, le dernier 
terme devient 3"; et, si de l'équation 3^ = 3 + 

3^. . . . + 3'*, on retranche Téquation simple, il 

» 

restera 2^ = 3» — i : donc s = — ^. Si les ter- 

' a 

mes de la progression étaient i +3+9+27 

+ 81 + 243+ 729, la somme s serait = ^'^' ^' 
= 1093. 

Dans les deux exemples précédens, l'expres- 
sion générale de la sommé se présente sous deux 

n 

formes différentes, ^=2* — i et s =^-^; et 
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cependant, pour être générale, elle devrait être 

sous la même forme dans Tun et l'autre cas : mais 

j» 

remarquez que dans ^ = ^, le dénominateur 

est la raison moins un, ou 3 — i ; et que dans 
X = 2** = I, où la raison est a, il pourrait être 



a — I 



a — I . Vous pourrriez donc écrire .r = _ ^ 

* 
n 

et ^ = 337, et ces deux expressions seraient 

uniformes. 

En substituant les lettres aux chiffres , cette 
uniformité se conservera dans tous les cas , et 
nous aurons l'expression la plus générale. L'é- 
quation simple sera 3-= a + aq + aq^ + a^. • 

« 

-h aq . L'équation , multipliée par la raison, 
sera qs=::aq + aq^ + ay^. . -H aif\ en retran- 
chant la première de la seconde , nous aurons 
qs — s o\]i s\q — i) = dqn — a; donc j = 

^IsiJ: : cette expression signifie que, pour avoir la' 

somme d'une progression quelconque , il faut 

»— I 
multiplier le dernier terme aq par la raison 

q , soustraire du produit le premier teritite a , et 
diviser le reste par la raison diminuée d'une 
unité, par q — i. Quand nous nous serons accou- 
tumés à voir dans ces expressions tout ce qui y 
est , nous les entendrons bien mieux que nos 
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longues phrases : car la plus grande précision fait 
la plus grande clarté; mais nous aurons de la 
peine à prendre l'habitude de parler algèbre , si 
nous voulons toujours dire en français ce que 
Talgèbre dit beaucoup mieux. Pour bien ap- 
prendre une langue , il &ut se mettre dans la né- 
cessité de n'en pas parler d'autres. 

Supposons une progression de sept termes^ 
dont le premier soit 3 et le second 6. La raison ^ 
en la déterminant par la fraction f, sera a^ et 
nous aurons a = 3^ y = a, /ï = 7. Donc le der- 
nier terme =z 3. a^ = 3. 64 = 192, et la pro-^ 
gressiou entière sera 

3,6, 12, 24, 48,96, 192. 

n 

D'après la formule générale ^z=î2-^ , la somme 
7 6 + 1 

3. a— 3 3. a — 3 ».»i» i 

sera — ^-^^ ou — ^3-^ — : c est - a - du-e que la 

somme se trouve en multipliant le dernier terme 
3. 2^ =r= JQ2 par la raison 2, en retranchant du 
produit le premier terme 3 ; et, en divisant le 
reste par 2 — i, elle est donc 38 1. 

Soit une progression de six termes, dont le pre- 
mier sera (|-)5 4 — ^-131 4=^— ijj.^ et nous 

aurons pour la suite : 

Or -8\ 1 = ^- Retranchons de cette frac- 
tion 4> c'est-à-dire ^7^-= tt, il restera •^, qui^ 
divisé par | — i =7, donnera ^^ = 83 j. 



^ 
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On trouvera de la même manière la somme 
d'une progression qui décroîtrait sans fin. Soit 
f = i + |-+-7-hf, etc., la raison sera 2, parce 
qu'afin d^avoir toujouj:*s unç multiplication pro- 
prement dite , je la dél;ei:mine par une fraction 
qui a pour npmérateu,!? un antécédent, et un con- 
séquent pour ui^ dénpnjun^tçur. Alors la multi- 
plication des deux membrçs par la raison donnera 
a^=:2-Ki+T + i, etc.; çt;, en, retranchant 
l^ première équation de la seconde; il restera 
j = 2 , soit qu'on suppose vin; dernier terme à la 
progression, spit qu'pn ne lui en suppose point. 

Si l'on avait s = ï +7 + 7 + ^V^ etc. , on 
multiplierait par 3; et, après avoir soustrait la 
valeur de s, il resterait 12 5 =; 3, et ^ = 1 -;-. 

Soit en général s = a + — + ^^ + ^^,etc.^ 

expression où tous les termes décroissent, parce 
que c est supposé plus grand que g : en multi- 

pliant paï ^ , noys aurons i- ^ = -^ + •^+-^, etc. 

Donc , en soustrayant la seconde équation de Ja 

première, il restera (i — M j=ia, et j=:— ?— ,ou. 



e 



en multipliant par c les deux termes de la frac- 
tion , s = ■^. La somme d*une progression sans 
fin se trouve donc en multipliant le premier 
terme par' le dénominateur de la raison', et en 
(iivisant le produit par le dénominateur imoihs 
le num^ateur. ' 
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Si l'équation était 

aq . aq^ aq^ , aq^ 

c ce c^ c^ • ' 

après que la multiplication par * aurait donné 

C c ce c^ ' 

on ajouterait l'une à l'autre, et on trouverait 



et^ = 



a e 

C 



( I +?) s — a,A'o\\s = -^ 

c 

Si la progression était 

la raison serait y ; nous aurions donc gr = 2 , c = 5 
et a = j ; par conséquent — ^ =: | zzr } ; et ce 

c 5 

serait la somme de cette progression. 

Si , conservant la même valeur aux lettres ^ la 
progression était 

5 ^ as «^ laS ^^ Cas 1^ ^«''^» » 

la somme serait — ^ = ^ = i. 

c 3 

h 
L'expression du dernier terme a q pourrait 



être encore ç**"^; et chacun emploie l'une ou 
l'autre à son choix. On est conduit à la première 

quand on détermine la raison par la fraction -^ ; 

car alors chaque terme est le produit de a par 51, 
élevé successivement à différentes puissances , et 
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n — I 



par conséquent le dernier est a q : mais, au 
contraire, lorqu'on détermine la raison par la 

fraction — , alors chaque terme est regardé comme 

le quotient de la division du premier par la raison. 



et par conséquent le dernier doit être ^*— '. 

On juge sans doute que di£férens procédés don- 
neront aussi pour la somme des expressions dif- 
férentes. Par exemple, si on nomme le dernier 
terme u^ la somme des antécédens sera s — Uj 
puisque cette expression comprend tous les 
termes , excepté le dernier ; et , parce que tous 
sîbnt conséquens , excepté le premier, s — a 
sera la somme de tous les conséquens. Or, si nous 
nous rappelons que, dans toute progression, Ja 
somme des antécédens est à Ja somme des con- 
séquens comme un antécédent est à son con- 
séquent, nous aurons s — u: s — a .: a i aq; 
d'où nous tirons successivement saq — uaq = 
sa — aa, sq — uq = s — UjSq — ^ = uq — tf , 

s (q — i) = uq — û5, enfin s == "^J]" "* . Cherchons , 

d'après cette expression, la somme de la pro- 
gression 

3,6, 12, 24,48,96, 192, 

nous aurons s = '^'^""^ = ?5ii:^ = 38i ; résul- 

2—1 I ' 

tat que nous avons trouvé , et le calcul en est 
aussi simple qu'avec la première expression , 
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parce que la raison est considérée comme un 
facteur qui multiplie le premier terme. 

Nous pouvons encore arriver à une expression 
générale de toute progression par le moyen de la 
proportion : le premier terme moins te second est 
au premier^ comme tous les anlécédens moins 
tous les conséquens sont à tous les antécédensj 
qui devient, à cause des termes qui se détruisent, 
le premier terme moins le second est au premier^ 
comme le premier moins le dernier est à la somme 
des antécédens; et, si on détermine la raison 

par —, cette proportion se traduira en algèbre , 

a—- laiia — uis — u; d'où l'on tire ^= *'^""" ' 

Nous trouverons également 38 1 pour la somme 
de la progression précédente ; mais le calcul en 
arithmétique sera plus long. On s'en convaincra 
en substituant aux lettres leur valeur en chiffres : 

aq-'U 3.i — 19a 



I 

a 



Nous avons d^à observé plusieurs fois qu'il 
faut préférer les formules qui laissent le moins 
de calcul à faire. Au reste, si je ne me suis pas 
borné à ime seule expression, c'est qu'une seule 
ne ferait pas assez connaître la langue que nous 
étudions , et qu'on n'entendrait pas les écrivains 
qui en emploieraient d'autres. On trouvera sans 
doute que la première manière dont nous avons 
procédé pour trouver une expression générale 
de la sonmie de toute progression est fort simple 
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et fort lumineuse ; je Tai tirée des élément de 
M. Euler, où l'on trouve toujours , comme dam 
tous ses ouvrages , la plus grande lumière et la 
plus grande simplicité. 

Dans une progression dont le nombre des 
termes est impair, le produit des extrêmes est 
égal au carré du terme moyeu ; et vous n'en pou- 
vez pas douter, puisque vous savez que cela est 
démontré d'une progression de trois termes H ûj : 
a^ : a^j a y. a^ z=za^ X a*. Si les termes sont 
en nombre pair, le produit des deux extrêmes 
est égal au produit de deux termes également 
éloignés de l'un et de l'autre. C'est ce qui est dé- 
montré d'une progression de quatre termes fj a : 
a^ : a^ : a*, donc a x a^ = a* x a^- Voyons 
comment on peut insérer un nombre quelconque 
de moyens proportionnels entre' deux termes 
donnés. Soit 

il est évident qu'insérer un moyen proportion- 
nel entre les termes consécutifs de cette progres- 
sion, c'est diviser par 2 l'exposant de la raison d'un 
terme à l'autre, ou écrire 



t 



:-7 a : a»:a' :a'T : a*, etc.. 
£n insérer deux, ce sera donc le diviser par 3, 

JL 2. 1. 

OU écrire :: a^: a^ : a^ :a^^ etc. Donc on le di- 
visera par 4ï pour en insérer 3; par 5 , pour en 
insérer 4; et , en général , par 771 -h i, pour in- 
sérer le nombre m. Par conséquent , nous éori' 
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a 3 



rons,::ao: a '""*■' la'""*"'^: a '"^% et nous conti- 
nuerons cette suite intermédiaire jusqu'à ce que 
le numérateur de l'exposant devienne égal à 
m+ i. Mais/w + i peut être 10, 100, 1000, etc. 
Nous pouvons donc insérer un nombre quel- 
conque de moyens proportionnels entre les 
termes co^^sécutifs d'une pareille progression. 

Il est également facile d'insérer un moyen pro- 
portionnel entre deux termes, tels que a et b, 
puisqu'ayant écrit a : x :: x : b, nous avons a: = 
V^ ab. 

Pour en insérer deux, on écrirait f; a \ x \j 
: ô , et on chercherait d'abord le second ternie x. 
Pour le trouver, remarquons que, dans toute 
progression, -f-; a : a* : a^ : a ^, le premier terme 
est au troisième , comme le carré du premier est 
au carré du second, a\ a^ .: a ^ ; a^\ que le pre- 
mier terme est au quatrième , comme le cube du 
premier est au cube du second, axa^ :: a^ : a^, 
et ainsi de suite. 

Donc le premier terme étant a, le second x 
et le quatrième è, nous avons a\b w a^\ x^\ d'où 

nous tirons ax^ = à^ è, x^ = aab ^ et a: = 
3 
V^ aab. 

3 
Maintenant a \ \/ aab \\ y\b^ qui, en éle- 
vant tout au cube, devient a^ \ aab .\ y^ \ b^^ 
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nous donnera pour troisième terme y^ = ^^ 

3 

Si nous voulions insérer trois moyens, nous 
dirions a^ : x^ :: a : ^; si nous voulions en in- 
sérer quatre, nous dirions a^ i x^ ii ai b; et, 
par conséquent, si nous voulions en insérer le 

nombre m, nous dirions a : x^ .: a : 3, ce 

qui nous donnerait ax =a bj d'où x 
=^1 L, ^'"+' z= a'» ^, et a: = 1/ a*" ^. Ce 



sera là le premier moyen : on trouvera donc faci- 
lement les autres. . 

jGHAPITRE XIX. 

Des logarithmes. 

Dans le calcul des grands nombres , la multi- 
plication est bien longue, la division Test plus 
encore, et il serait commode de n'avoir à faire 
que des additions et des soustractions. Cette re- 
cherche est l'objet de ce chapitre. Quand nous 
avons trouvé la multiplication et la division 
comme une manière abrégée d'additionner et de 
souiitraire , nous n'imaginions pas que l'addition 
et la soustraction deviendraient une manière 
abrégée de multiplier et de diviser. 
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ÏOOOOO 10 5^ 

lOOOO I0 4 

lOOO. I0 3 

lOO. lO^ 

lO lO ï 
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lo— ^ 

Voilà deux colonnes qui se correspondent. Dans 
celle qui est à gauche, les puissances de lo sont 
prononcées ; dans celle qui est à droite , elles ne 
sont qu'indiquées. Or les chiffres que nous nom- 
mons exposans quand nous les considérons par 
rapport aux puissances indiquées se nomment 
logarithmes quand nous les considérons par rap- 
port aux puissances prononcées, a , exposant de 
lo^, est le logarithme de loo; 4> exposant de lo^, 
est le logarithme de loooo : en un mot, chaque 
exposant d'une puissance indiquée est le loga- 
rithme d'une puissance prononcée correspon- 
dante. 

Vous remarquerez que les exposans de la pro- 
gression décuple se répètent dans la progression 
sous-décuple, avec cette différence qu'ils sont en 
plus dans la première et en moins dans la se- 
conde : io% io% lo^, etc. io^% lo-*, lo^^, etc. 
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Ainsi les mêmes chiffres, suivant ^11 sont en 
plus ou en moins, sont les logarithmes des puis- 
sances au-dessus de l'unité, ou les loe^arithmes 
des puissances au-dessous. 

Vous remarquerez, encore, comme une consé- 
quence, que, si nous avions les logarithmes de 
tous les nombres intermédiaires d'une progres- 
sion décuple, noiis aurions aussitôt les logarithmes 
de tous les nombres intermédiaires de la progres- 
sion sous -décuple qui en serait l'inverse. Car, 
puisque ^ : i :: i : a j que ~ : i :: i : 3, etc., 
le logarithme de ^ sera en moinis le même que 
celui de deux en plus ; donc le logarithme de y 
sera eu moins le même que celui de 3 en 
plus, etc., comme le logarithme de ■— est — i, 
parce que celui de lo est -+- i. 

Maintenant si vous ajoutez ïh, logarithme de loo, 
à 3, logarithme de looo, vous aurez pour somme 
5, logarithme de looooo; et, sans avoir besoin de 
faire une multiplication, vous trouverez j vis-à-vis 
de 5, le produit de loo par iboo. Si au contraire 
vous retranchez 3, logarithme de looo, de 5^ lo- 
garithme de looooo^ il restera 24 logarithme de 100; 
et une simple soustraction vous montre , vis-à-vis 
de a, le quotient de looopo divisé par looo. 

On voit dohc qu'Urte table de logarithmes, qui 
comprendrait tous les hombre^ depuis 1 jusqu'à 
iooooo, nous épargnerait bien des multiplications 
et bien des divisions. Elle aurlEtit encore l'avan- 
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tage de nous foire trouver les puissances et les 
racines par un procédé bien simple, et elle ren- 
drait inutiles les longues méthodes que nous avons 
apprises. Par exemple, en multipliant pat a le 
logarithme d'un nombre , nous trouverions celui 
du carré; et, en divisant ce même logarithme par 
2, nous trouverions celui de la racine carrée. Il 
en serait de même des autres puissances et ides 
autres racines : il suffirait de prendre leurs expo- 
sans pour multiplicateurs et pour diviseurs dei 
logarithmes donnés. 

Il fondrait foire bien des calculs avant d'avoir 
achevé cette table, qui serait si propre à les abré- 
ger. Heureusement elle a été foite; mais ce ne 
serait pas assez de s'en servir par routine , il s'en 
fout servir avec discernement. Cherchons donc 
par quelle méthode elle a été calculée. 

La progression décuple, par où nous avons 
commencé, nous ayant donné o pour logarithme 
de l'unité , et î pour celui de lo , il est évident 
qu'en divisant l'unité nous pouvons insérer entre 
o et I tel nombre de moyens arithmétiques que 
nous jugerons à propos. 

Il n'est pas moins évident qu'entre i et lo, les 
deux premiers termes de la progression décuple, 
on ^e puisse également insérer un nombre quel- 
conque de moyens géométriques : il suffit pour 
cela d'élever lo à tout autant de puissances frac- 
tionnaires. 

xvi^ îi3 
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Enfin 9 il est évident que la progression des 
moyens arithmétiques peut correspondre, terme 
pour terme , à la progression des moyens géomé- 
triques : et que, par conséquent, dans la première, 
chaque terme sera l'exposant ou le logarithme de 
la puissance qui lui correspondra dans la seconde. 

Or, si nous divisons l'intervalle de o à i en dix 
millions de parties; ou, ce qui est la même chose, 
si nous insérons dans cet intervalle 9999999 
moyens arithmétiques , ces deux termes , o et i 
deviendront les extrême^ d'une progression qui 
aura pour différence commune ttstVsvt; et les 
termes de cette progression arithmétique seront 
les logarithmes d'un égal nombre de termes, qui 
seront en progression géométrique depuis i jus- 
qu'à 10. 

Dans un si grand nombe d# moyens géométri- 
ques, insérés entre i et i o, il y en aura sans doute 
/auxquels on pourra, sans crainte d'erreur, subs- 
tituer les nombres 2, 3, 4? 5, 6, 7, 8, 9; et, par 
conséquent, les logarithmes de ces moyens de- 
viendront les logarithmes de ces nombres mêmes. 
Nous aurons donc une table formée d'une pro- 
gression arithmétique depuis o jusqu'à i, et .d'une 
progression géométrique correspondante depuis 
I jusqu'à 10. 

Nous trouverons un moyen géométrique en 1 
et 10, en faisant la proportion i i x :: x i 10, 
proportion qui donne xx := 10, et a: == i/^ lo. 
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Or on sait que la racine de lo approchera d'au- 
tant plus de la valeur cherchée qu'elle sera ex- 
primée par un plus grand nombre de parties dé- 
cimales ; elle deviendra , par exemple , x = 
3,5622776, si nous poussons l'extraction jusqu'au 
septième chiffre décimal. 

Le logarithme de ce nombre est le moyen qui 
lui correspond dans la suite arithmétique^depuis 
o jusqu'à I. Mais, puisque le moyen géométrique 
renferme sept ohiflfres décimaux, le moyen arith- 
métique correspondant doit en renfermer un égal 
nombre ; et par conséquent nous devons nous 
représenter les deux termes de la suite, o et i , 
par 0,0000000 et 1,0000000. Alors la propor- 
tion 0,0000000 . X : X. 1,0000000 donne nx =. 
1,0000000, et ^ = "°°V°^'' = o,5oooooo, et 
c'est le logaritme de 3,1622776. 

Le nombre 3,1622776 est trop grand pour être 
substitué à 3, et il est trop petit pour être subs- 
titué à 4* L^ fraction décimale o,5oooooo n'est 
donc le logarithme ni de l'un, ni de l'autre. Mais 
entre i et 3,1622776, nous trouverons un moyen 
qui vaudra 3, à moins de , o o o'o o o o > et qui aura 
son logarithme entre i et o,5oooooo. De même 
les nombres supérieurs 4? 5, 6, 7, 8, 9. doivent se 
trouver entre 3, 1 622776 et i o, et leurs logarithmes 
entre o,5oooooo et i. 

Puisque 3 doit être entre i et 3,1622776, je 



il 
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fais les deus. proportions correspondantes , Tune 
géométrique, l'autre arithmétique. 

i : X :: X : 3,1622776 
0,0000000 . X : X . o,5oooooo. 

Lapremièredonnea:= 1/^3, 1611776=1,7782794, 
ctlasecx>nde 2X=o,5oooooo, ou j? =0,2500000. 

Nous avions trouvé un moyen géométrique trop 
grand : actuellement nous en trouvons un trop 
petit, c'est donc entre 3,1622776 et 1,7782794 
qu'il fout chercher un moyen plus approché ; et 
c'est entre o,5oooooo et 0,2600000 qu'il faut cher- 
cher un moyen arithmétique correspondant. Je 
fois les deux proportions. 

3,1622776 : X :: x : 1,7782794 
o,5oooooo . X : X . 0,2600000. 

Je trouve, pour troisième moyen géométi^ique 
2,3713737, et pour son logarithme o,375oooo. 
Mais ce nombre , trop petit encore , me force à 
répéter les mêmes raisonnemens et les mêmes opé- 
rations. Je considère donc 2,37 1 3737 et 3, 16^2776 
comme les çxtrêmes d'une proportion géométri- 
que, et leurs logarithmes comme les extrades 
d'une proportion arithmétique correspondante. 
£n conséquence je dis : 

2,3713737 : X :: X : 3,1622776 
25,00000 . X : X . 0,3750000. 

£n continuant de prendre un moyen géomé- 
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trique entre deux , dont Tun est plus grand que 3 
et Kautre plus petit, il arrivera qu'à la vingt-sixième 
opération on aura un nombre qui n'en différer^ 
pas d'une unité décimale du septième ordre, c'estr 
à-dire que ce nombre sera 3, à moins de - 



o o o o o o o' 



On pourra donc prendre , pour logarithme de 3 
le logarithme de ce nombre. 

Pour déterminer le logarithme de 5, nous cher- 
cherons un moyen géométrique entre 3,1622776 
et 10, et 4k moyen arithmétique entre o,5oooooo 
et 1,0000000. Nous trouverons, pour le premier, 
x= */ioX3,i6ai776 = »/ 3 1 ,622776 = 5,6234l 32 ; 
et, pour le second, x=i '*^Q^^***^ =o,75odooo. 

Mais parce que le moyen géométrique est trop 
grand, il en faudra chercher un nouveau entre 
3,1622776 et 5,6234132; et nous répéterons en-» 
core, jusqu'à vingt-six fois, les mêmes opérations. 

5,6234132, moyen géométrique trop grand 
pour 5, serait trop petit pour 7. C'est 4Qnç entre 
5,6234132 et 10 , qu'il faudrait chercher celui qui, 
approchera le plus de ce dernier nombre; et on 
le trouvera, ainsi que son logarithme, si on a la 

I ■ 

patience de refaire jusqu'à vingt-six fois la même 
choses 

Quand nous aurons les logarithmes de 3, de 5 
et de 7, tous les autres, depuis i jusqu'à 10, s'of- 
friront d'eux-mêmes. Nous trouverons celui de 
2 en retranchant celui de 5 de celui de 10 : car 
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2 = -5-, donc log. 2 = log. 10 — log. 5. En dou- 
blant celui (le 2 , nous aurons celui de son carré 
4; en le triplant, celui de son cube 8. Nous ajou- 
terons celui de 2 à celui de 3, pour avoir celui de 
6, produit de 2 par 3; et, pour avoir celui de 9, 
lions multiplierons celui de 3 par 2 , puisque 9 est 
le carré de 3. 

Ces logarithmes étant déterminés, on en dé- 
terminera une infinité d'autres. Ceux des produits, 
en additionnant les logarithmes des fac^Rirs; ceux 
des quotiens, en soustrayant le logarithme du di- 
viseur de celui du dividende; ceux des puissances 
secondes, troisièmes, quatrièmes, etc., en multi- 
pliant par les exposans 2, 3, 4> etc.; ceux des 
racines secondes, troisièmes, quatrièmes, en divi- 
sant par les mêmes exposans 2, 3, 4 9 etc. Il n'y 
a que les nombres premiers, 11, i3, 17, 19, etc., 
dont il faudra chercher les logarithmes en pro- 
cédant comme on a fait pour 3, 5, 7. 

La table dont nous venons d'expliquer la 
formation, a pour base le nombre de 10. Tous 
les nombres qu elle contient ont été produits en 
élevant i o successivement à dififérentes puissances; 
et, comme nous avons rempli l'intervalle de i à 
10 par une suite de puissances fractionnaires de 
10, on le remplit de 10 à 100 par une suite de 
puissances fractionnaires de dix fois 10, on le 
remplit de 100 à 1000, par une suite de puis- 
sances fractionnaires de dix fois 100, Qt ainsi de 
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suite. Tous les nombres de cette table, quelque 
étendue qu'on lui donne , ne sont donc que dif- 
férentes puissances de celui qui en est la base. 

Depuis I jusqu'à lo exclusivement, les loga- 
rithmes sont des fractions proprement dites, où 
le numérateur est plus petit que le dénominateur. 

A lo, loo, looo, etc., chaque logarithme est 
un entier qui n'a d'une fraction que la forme sous 
laquelle il est représenté : mais tous les loga- 
rithmes intermédiaires sont composés d'un entier 
et d'une fraction décimale ; et ces deux parties 
réunies sont l'exposant d'une puissance de lo, 
égale au nombre écrit vis-à-vis. Comme si ,0000000 
= 2 est l'exposant de la puissance 100; de même 
1,0791812, logarithme de 12, est l'exposant de 
la puissance égale à 12. 

La première partie du logarithme , c'est-à-dire 
celle où se trouve l'entier, quand il y en a un, ou 
un zéro, quand le logaritlftie est une fraction 
proprement dite, se nomme la caractéristique 
du logarithme. De i à 10, cette caractéristique 
est o; de 10 à 100, elle est i ; de 100 à 1000, elle 
est 2, etc. Par où vous voyez qu'elle n'est autre 
chose que les différentes puissance de i o multi- 
plié par lui-même, 10®, 10% 10^, 10^, etc. Mais 
on a compris tous ces exposans sous la dénomi- 
nation générale de caractéristique, parce qu'en la. 
voyant on juge de quel ordre est un nombre; 
comme,, en voyant un nombre, on juge quelle 
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doit être la caractéristique de son logarithme. On 
aurait donc pu supprimer les caractéristiques : 
aussi les supprime-t-on souvent; cependant elles 
servent au moins à diriger les yeux. Remarquons, 
aareste,que, pour avoir le logarithme d'un nombre 
dix fois plus grand , il ne faut qu'ajouter une unité, 
à la caractéristique; comme il ne faut qu'en re- 
trancher une unité pour avoir le logarithme d'un 
nombre dix fois plus petit. Par exemple, le le- 
garithme de 19 est 1,2787549 celui de 190 est 

2,273754. 

Tous les nombres ne peuvent pas être dans les 
tables. D'ailleurs on n'y a mis ni ceux qui sont 
composés d'entiers et de fractions, ni ceux qui 
sont purement fractionnaires. Gomment y sup* 
pléer ? 

Si nous supposons que les tables dont on fait 
usage ne contiennent pas les nombres au delà de 
20000, et que cepettant on veuille avoir celui 
de 788873, on remarquera que ce nombre peut 
s'écrire 7888,78. A la vérité on le rend par-là 
cent fois plus petit : mais, quand on aura trouvé 
le logarithme 7888,73, on le rendra cent fois plus 
grand, en ajoutant deux unités à la caraotéristique. 

En second lieu, on remarquera que la différence 
des deux nombres qui se suivent 7888 et 7889 
est l'unité; que celle de leurs logarithmes est 
o,oooo55i; et que celle de 7888,73 et 7888 est 
0,73. Alors, supposant que les différences de deux ' 
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nombres qui diffèrent peu sont entre elles comme 
celles de leurs logarithmes , on fera la proportion, 

I : o,oooo55i :: 0,78 • x; 

et on trouvera, dans la valeur de ;r, la diffé- 
rence du logarithme de 7888 à celui de 7888,73. 

La proportion donne a;=:o,oooo4o2â3, que 
nous réduisons à a; = o,oooo4oii , parce que nous 
n'avons besoin que de sept chiffres décimaux. 

Maintenant nous .voyons dans les tables que le 
logarithme de 7888 est 3,8969669. Ajoutons à ce 
logarithme la différence de celui de 7888 à celui de 
7888,73, c'est-à-dire 0,0000402, et nous aurons 
3,8970071 pour logarithme de 7888,73. Il ne 
faut plus qu'ajouter deux unités à la carao- 
téristique , et le logarithme de 788873 , sera 
5,897007 1 . Quoique les différences entre les nom* 
bres ne soient pas à la rigueur comme les diffé^ 
rences entre les logarithmes, on le suppose parce 
que , dans le calcul des grands nombres , l'erreur 
e$t si petite, qu'on jpeut n'y avoir aucun égard. 

Si je cherchais dans les tables 3,999777 , je n'y 
trouverais pas ce logarithme ; mais je verrais qu'il 
devrait être entre celui de 794^ et celui de 7943- 
Je jugerais donc qu'il est le Jogarihme d'un nom- 
bre composé de jdeux parties , dont l'une est l'en- 
tier 794^9 et l'autre une fraction décimale. Pour 
trouver cette fraction, je dis, la différence des I0-* 
garithmes des deux noipbres 7943 et 7943 est à 
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la différence^du logarithme de 794^* et 3,8999777 ? 
comme l'unité est à un quatrième terme; j^écris 
donc : 

o,oooo547 : 0,0000478 :: i : x 

547 1478 :: MX 

a:=3~y , fraction, qui, réduite en parties déci- 
males, est à peu près 0,874. Le nombre cherché 
est donc 794^^1874. 

Soit la fraction | dont on demande le loga- 
rithme. Elle est l'inverse de f, dont log. 8 — log. 
3, se trouve dans les tables = 0,4^59687, et on 
peut faire la proportion géométrique |- : i :: 
I : |. Or à cette proportion correspond une pro- 
portion arithmétique, dont la somme des ex- 
trêmes est o puisque celle des moyens est o elle- 
même ; et la somme des extrêmes ne peut être o, 
que parce' que le logarithme , le même pour les 
deux, est en moins pour l'un et en plus pour 
l'autre. Celui de | est donc — 0,4-^5687. 

On peut éviter les logarithmes en moins, en 
ajoutant à la caractéristique du plus petit loga- 
rithme assez d'unités pour en pouvoir soustraire 
le plus grand. Si, par exemple, vous en ajoutez 
3 à 0,477a I2i3, logarithme du numérateur 3, 
vous aurez 3,47 7 ^1^*3 d'où vous pouvez soustraire 
0,903900, et il vous restera 2,574o3i3 pour log. 
de la fraction \ multipliée par iooo. Quoique ce 
log. soit trop grand, il pourra vous servir pour 
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faire sur | différentes opérations : vous vous sou- 
viendrez seulement , lorsque vous serez arrivé aux 
résultats, de les diviser par looo. 

On a choisi pour base des tables de logarithmes 
le nombre lo, parce qu'il les rend plus analogues 
à la numération , et que par conséquent elles sont 
d'un usage plus commode. Mais il n'est pas inu- 
tile déconsidérer d'une vue générale toutes les 
tables qu'on peut faire sur quelque autre base 
que ce soit. Cette manière de considérer les con- 
naissances acquises nous prépare à de nouvelles 
connaissances, parce qu'elle rapproche, sous un 
même point de vue , les choses que nous ne sa- 
vons pas de celles que nous savons. Généraliser, 
il est vrai, est un écueil dans les langues vul- 
gaires : mais c'est un grand art dans l'algèbre , et 
c'est là proprement tout l'artifice de l'analise. 

A lo substituons a, et aussitôt nous nous re- 
présentons généralement tous les nombres comme 
les bases d'autant de tables de logarithmes. 

Quelque variées que puissent être les tables 
construites sur cette base générale, les nombres 
qu'elles comprennent ne seront jamais que a même 
élevé successivement à différentes puissances. 

Or toutes les puissances de a peuvent , en gé- 
néral, être exprimées par m. Donc a^ est une 
expression générale , qui* embrasse tous les nom- 
bres possibles de toutes les tables possibles. 

Dans tdutes ces tables, o est le log, de l'unité y 
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parce que a^ = i , et i est le logarithme de la Ise 
a, parce que a = a^ I 

Mais les puissances au-dessus de l'unité sont as 
â*, a^, etc., et les puissances au-dessous sonto^S 
tf"^, a~"^,etc. Donc les logarithmes sont les mêmes i.| 
pour les puissances qu'on peut considérer comme 
les extrêmes d'une proportion dont l'unité est le 
terme moyen; et il n'y a d'autre différence , sinon 
qu'ils sont en plus pour les puissances au-de^us 
de l'unité , et qu'ils sont en moins pour les puis^ 
sauces au-dessous. 

Donc on aura les logarithmes de tous les moyens 
intermédiaires, depuis a® jusqu'à a~^, a~*, etc., 
quand on aura tous des moyens întéroiédiaires, 
depuis a® jusqu'à a^^a^^c^y etc. 

£n ajoutant les exposans, on trouve le produit des 
puissances ; mais les exposans des puissances indi- 
quées sont les logarithmes des puissances pronon- 
cées. On aura donc le logarithme du produit de plu- 
sieurs nombres lorsqu'on prendra )a somme de 
leurs logarithmes. Log. a^=log. a +log« a -f- log. 
a =3 log. a ; et, en général , log. a'^ =3 m log. a. 

Dès que la mulptication se réduit h une addi- 
tion, c'est une conséquence que 1^ 4ivision se 

réduise à une soustraction. Ainsi log. ^ ou log. 
a^"~' = log. a — log. b. 

Enfin , pour élever un nombre à une puissance 
entière ou fractionnaire , il ne faudra que multi- 
plier le logarithme de ce nombre par l'exposant 
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de la puissance proposée : ù, log. a = log. a^, 

Voilà une récapitulation des propriétés géné- 
rales des logarithmes, et c'est d'après ces proprié- 
tés qu'on apprend à construire les tables et à s'en 
servir. 

Afin de nous familiariser davantage avec ces 
vues générales, considérons deux tables, l'une 
construite sur la base a, et l'autre sur la base h, 
et soit n l'exposant général des puissances de b , 
comme m est celui des puissances de a. Dans la 
première , les logarithmes seront trouvés d'après 
la proportion, i : x :: x : a, dans la seconde, ils 
le seront d'après la proportion i : x :: x : à;ety 
puisque aet b sont deux nombres différens , on 
conçoit que les logarithmes ne peuvent pas être 
les mêmes dans les deux tables. Un nombre quel- 
conque , p aura par conséquent dans l'une n pour 
logar. , parce qu'il a m dans l'autre. Donc p =a 



m 
m m 



et p:^:^b^f d'où cP^^^b^^ h^-=^a^ , bz=za^ ; et , par 
conséquent, la logarithme d'un nomb»e étant 
connu sur la base a , on connaîtra son logarithme 
sur la base b\ tout se réduit à déterminer les deux 

termes de l'exposant fractionnaire ^ ; et nous les 

déterminerons si nous déterminons les deux bases, 
a et b. 

En effet, soient, par exemple, a= lo et ^ = 7, 
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nous aurons pour logarithme de 7 sur la base b 
::;=7, n= I ; et, sur la base a=z 10, nous trou- 
vons, dans les tables, Idgarithme 7 ou m=r 

0,845098. Donc - = 2ii_222 Or nous tirons de 
cette équation une expression générale de la va- 
leur de n comparée à m. Car n = m : — 221-3^ i^ 

JT 1 000000 

1 000000 ■ c%o 

^ 845Sp-='^ ^ 1,18329. 

Maintenant, qu'on vous demande le logarithme 
d'un nombre quelconque sur la base 7 , vous cher- 
cherez dans les tables celui sur la base 10 : vous 
substituerez à m , dans la dernière équation n = 
m -h 1,18329, le logarithme que vous aurez 
trouvé, et il ne faudra plus qu'une multiplication 
pour connaître celui qui lui correspond sur la 
base 7. 

Je n'entrerai pas dans de plus grands détails 
sur les tables des logarithmes. Nous serons tou- 
jours à temps de faire de nouvelles observations 
sur ce sujet, et le moment de les faire sera celui 
où nous en aurons besoin. On appprend d'ordi- 
naire as$ez mal, lorsqu'on étudie avant d'avoir 
senti le besoin d'apprendre 



Ici finit le manuscrit. 
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